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出 版 著作 43 部 ,发 表 教 学 研究 论文 23 篇 ,编写 的 具有 代表 性 的 
优秀 教材 有 :;《 高 等 代数 (上 、 下 册 ) 大 学 高 等 代数 课程 创新 教材 》 


(清华 大 学 出 版 社 ,2010 年 , “十 二 五 ”普通 高 等 教育 本 科 国 家 级 规划 
教材 ,北京 市 高 等 教育 精品 教材 重大 立项 项 目 ) 《高 等 代数 (上 、 下 
册 )( 第 一 二、 三 版 )》( 高 等 教育 出 版 社 ,1996 年 ,2002 年 ,2003 年 ， 
2015 年 ,普通 高 等 教育 “ 九 五 "教育 部 重点 教材 ,普通 高 等 教育 “十 五 " 
国家 级 规划 教材 ) 《高 等 代数 》( 科 学 出 版 社 ,2013 年 ,普通 高 等 教育 
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世代 数 》( 北 京 大 学 出 版 社 ,2015 年 ) 《和 群 表 示 论 》( 高 等 教育 出 版 社 ， 
2011 年 ) 《数学 的 思维 方式 和 创新 》( 北 京 大 学 出 版 社 ,2011 年 ) 《 简 
明 线 性 代数 》( 北 京 大 学 出 版 社 ,2002 年 ,普通 高 等 教育 * 十 一 五 "国家 
级 规划 教材 ,北京 高 等 教育 精品 教材 ) 《有 限 群 和 紧 群 的 表示 论 )》( 北 
京 大 学 出 版 社 ,1997 年 ) 《高 等 代数 学 习 指 导 书 (上 \ 下 册 )》( 清 华 大 
学 出 版 社 ,2005 年 ,2009 年 ) 等 . 

从 事 代 数组 合 论 、 群 表示 论 、 密 码 学 的 研究 ,在 国内 外 学 术 刊 物 上 
发 表 科学 研究 论文 46 篇 ;承担 国家 自然 科学 基金 重点 项 目 2 项 ,主持 
国家 自然 科学 基金 面 上 项 目 3 项 . 

获 全 国 高 等 学 校 第 一 届 国 家 级 教学 名 师 奖 ,3 次 被 评 为 北京 大 学 
最 受 学 生 爱戴 的 十 佳 教师 , 获 北京 市 高 等 学 校 教 学 成 果 一 等 奖 、 宝 钢 
教育 奖 优秀 教师 特等 奖 、 北 京 大 学 声 英 清 - 王 阳 元 院 土 教学 科研 特等 
奖 ,被 评 为 北京 市 科学 技术 先进 工作 者 、 全 国电 视 大 学 优秀 主讲 教师 ， 
3 次 获 北京 大 学 教学 优秀 奖 等 . 


本 书 是 根据 作者 多 年 来 在 北京 大 学 数学 科学 学 院 讲授 “解析 几 
何 ” 课 程 的 讲稿 补充 编写 而 成 的 , 主要 讲述 解析 几何 的 基本 内 容 和 基 
本 方法 ,内 容 包括 :几何 空间 的 线性 结构 和 度量 结构 空间 直线 和 平 
面 、. 常 见 曲 面 .坐标 变换 、 二 次 曲线 方程 的 化 简 及 其 类 型 和 性 质 ` 正 交 
变换 、 仿 射 变换 .射影 平面 和 射影 变换 等 . 本 书 注意 培养 读者 的 空间 
想象 能 力 ,论证 严 谭 而 简明 ,叙述 深入 浅 出 ` 条 理 清楚 ,注意 讲 清楚 所 
讨论 问题 的 来 龙 去 脉 . 书 中 有 适量 例题 且 每 节 都 配 有 习题 , 书 来 附 有 


习题 答案 与 提示 . 

本 书 第 二 版 自 1996 年 出 版 以 来 ,受到 了 广大 读者 的 肯定 和 欢迎 ， 
印刷 了 22 次 , 共 发 行 了 约 10 万 册 . 这 次 修订 保持 了 第 二 版 的 诸多 优 
点 ,并 结合 了 近 20 年 来 作者 在 “解析 几何 ”课程 教学 改革 上 的 经 验 积 
累 和 深刻 思考 ;调整 了 部 分 结构 ,修改 了 某 些 章节 的 内 容 , 使 其 更 易于 
读者 理解 与 掌握 ,便于 教学 与 自学 . 

本 书 可 作为 综合 性 大 学 、 理 工科 大 学 和 高 等 师范 院 校 本 科 生 “ 解 
析 几 何 ” 课 程 的 教材 ,也 可 供 其 他 学 习 “ 解 析 几 何 " 课 程 的 广大 读者 作 
为 教材 或 教学 参考 书 . 
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本 书 这 次 修订 主要 是 加 强 和 突出 了 以 下 几 个 方面 : 

革 强调 以 研究 几何 空间 的 线性 结构 和 度量 结构 以 及 图 形 的 性 
质 、 分 类 为 主线 . 

几何 空间 既 可 以 看 做 所 有 点 构成 的 集合 ， 又 可 以 看 做 以 定点 0 
ee s 问 中 所 有 向 量 构成 的 集 

合 ， 此 时 方向 相同 且 长 度 相等 的 向 量 称 为 相等 的 向 量 )， 由 于 向 量 有 
加 法 (三 角形 法 则 ) 和 数量 本 法 两 种 运算 ， 并 且 满 足 8 条 运算 法 则 ， 
因此 几何 空间 中 只 要 取 定 了 三 个 不 共 面 的 向 量 四 ， 吃 ， 几 ,那么 每 

一 个 向 量 可 以 表示 成 和 ， 吃 ， 的 线性 组 合 ， 并 且 表 示 方 式 唯一 . 

这 就 给 出 了 几何 空间 的 线性 结构 ， 即 每 一 个 向 量 。 可 以 表示 成 
C=P0+jds + 让， 且 表示 法 唯一 .@， 兄 ，zd 称 为 一 个 基 ， 有 序 
数组 (及 , 妨 , 因 ) (右上 角 加 “T” 表 示 写 成 一 列 ) 称 为 向 量 e 在 基 d ， 
， 吃 下 的 坐标 . 在 几何 空间 中 取 定 一 个 点 0， 则 [ojiea ,o , 必 ] 称 
为 一 个 仿 射 坐标 系 . 向 量 号 在 基 四 ， 几 ,中 下 的 坐标 称 为 点 已 在 
这 个 仿 射 坐 标 系 中 的 坐标 .向量 PEG 的 坐标 等 于 终点 0 的 坐标 减 去 
起 点 已 的 坐标 . 这 样 在 仿 射 坐标 系 [0;4 , 史 , 罗 ] 中 ， 点 和 向 量 都 有 
了 坐标 . 如 果 e, ，e: ，e; 是 两 两 垂直 的 单位 向 量 ， 那 么 [ 0Ojie ,e,,e;] 
称 为 直角 坐标 系 . 几何 空间 的 线性 结构 好 比 构筑 了 一 个 多 功能 的 舞 

， 从 而 在 这 舞台 上 可 以 演出 绚丽 多 彩 的 “几何 戏剧 ”. 

为 了 解决 几何 空间 中 有 关 长 度 、 角 度 、 垂 直 、 面 积 、 体 积 等 的 
度量 问题 ， 除 了 需要 有 几何 空间 的 线性 结构 外 ， 还 需要 有 几何 空间 
的 度量 结构 .向量 的 内 积 的 定义 中 包含 了 长 度 、 角 度 的 概念 .从 内 
积 的 定义 立即 得 出 向 量 的 内 积 具 有 对 称 性 和 正定 性 . 为 了 使 内 积 能 
让 正 用 来 解决 有 关 长 度 、 角 度 和 垂直 等 的 度量 问题 ， 需 要 内 积 与 几 
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何 空间 的 线性 结构 相 容 ， 即 要 求 内 积 上 只 有 线性 性 : 
(CC+c) :=C5+Cc:D，(AC) = 和 (ZX …). 
为 了 证 明 向 量 的 内 积 的 确 具有 线性 性 ， 我 们 的 方法 如 下 : 从 内 积 的 
定义 受到 启发 ， 我 们 引出 了 在 轴 ! (其 单位 方向 向 量 为 e) 上 的 正 投影 
的 概念 . 过 轴 1 上 的 原点 0 作 与 1 垂直 的 平面 7， 在 平面 7 上 取 两 个 
互相 垂直 的 单位 向 量 e, ，e;， 于 是 [ 0je,e:,e3 ] 成 为 一 个 直角 坐标 
系 ， 从 而 几何 空间 中 任 给 的 一 个 向 量 & 可 以 唯一 表示 成 &=Aaiet+ 
Hes +1ae3， 记 Ci = 人 He，Ga = 人 aea 十 Nase3， 则 ce, 与 e 共 线 ，cs 与 e 重 
直 , 且 e=ew +w. 我 们 把 几何 空间 中 每 一 个 向 量 & 对 应 到 wj( 它 与 8 
共 线 ) 的 映射 称 为 在 轴 /上 的 正 投影 ， 记 作 哆 ; 并 且 把 c 称 为 “在 
方向 e 上 的 内 射影 ， 把 e;( 它 与 e 垂直 ) 称 为 & 沿 方向 e 下 的 外 射影 ， 
利用 几何 空间 的 线性 结构 ， 容 易 证 明 史 保持 加 法 运算 和 数量 乘法 运 
算 ， 即 
儿 (&+D) = 狗 (C) + 哆 ( 扩 ， 多 (AM ) = AGo 0) 
由 于 e 在 方向 e 上 的 内 射影 e; 与 e 共 线 ， 因 此 存在 唯一 的 实数 六 ， 
使 得 e = 赂 e. 我 们 把 态 称 为 & 在 方向 e 上 的 分 量 ， 记 作 II.(z). 直接 
计算 可 得 H.(c) = |e|cos (e,e). 由 于 匈 (a) =4 =Hme=Io(z)e， 
因此 从 匈 保持 加 法 和 数量 乘法 运算 可 以 推出 
H.(a+D) = Heo(&) +II.(5)， H.(Aa) = AIH.(Cc)， 
又 从 向 量 的 内 积 的 定义 和 分 量 的 计算 公式 立即 得 到 
ez8=|ellplcos(e,2)》= |2|Io(e)， 
其 中 品 是 与 志 同 向 的 单位 向 量 . 于 是 由 分 量 的 上 述 性 质 立 即 推出 内 
积 具有 组 性 性 . 有 了 内 积 的 线性 性 ， 我 们 就 有 了 在 直角 坐标 系 ( 或 仿 
射 坐标 系 ) 中 计算 两 个 向 量 的 内 积 & ,五 的 公式 ， 从 而 可 以 利用 向 量 
的 内 积 解决 有 关 长 度 、 角 度 和 垂直 的 度量 问题 . 

向 量 的 外 积 可 以 用 于 解决 有 关 面 积 的 度量 问题 . 这 是 因为 ， 在 外 积 的 
定义 中 ，e 与 五 的 外 积 z x6 的 长 度 规定 为 |e xz| = | @||| sin(e,B)， 
于 是 当 z 与 玉 不 共 线 时 ，& xz 的 长 度 表 示 以 <，2 为 邻 边 的 平行 四 边 形 的 
面积 ， 从 外 积 的 定义 立即 得 到 ex = -六 xa， 即 外 积 满足 反 交换 律 . 为 
了 使 外 积 能 真正 用 来 解决 面积 等 度量 问题 ， 需 要 外 积 与 几何 空间 的 
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线性 结构 相 容 ， 要 求 外 积 与 向 量 的 加 法 运算 相 容 ， 即 要 有 左 、 右 分 
配 律 : 
ZX(D+Cc) =Cxp+Cxc，(+c)xa=Dxu+cxai 

要 求 外 积 与 向 量 的 数量 乘法 相 容 ， 即 

(AZ) xP =AGCxBD) = Xx(AD). 

后 者 利用 外 积 的 定义 和 向 量 的 数量 乘法 的 定义 容易 证 明 . 关于 左 分 
配 律 的 证 明 需 要 利用 ae x2 =ax 思 ， 其 中 六 是 到 沿 方向 e 的 外 射影 ， 
并 且 利 用 “单位 向 量 e 与 跟 它 垂 直 的 向 量 8 的 外 积 e xz 等 于 在 按 右 
手 螺 旋 法 则 绕 e 旋转 90" 下 九 的 像 六 ”， 有 了 外 积 与 线性 结构 相 容 ， 
我 们 就 可 以 得 到 在 右手 直角 坐标 系 ( 或 仿 射 坐标 系 ) 中 计算 两 个 向 量 
的 外 积 ex 五 的 公式 ， 从 而 可 以 利用 外 积 来 解决 面积 等 度量 问题 . 

向 量 的 混合 积 可 以 用 于 解决 有 关 体 积 的 度量 问题 . 这 是 因为 以 
4,，28，< 为 棱 的 平行 六 面体 的 体积 等 于 |a xD .ec|. 由 此 立即 得 到 ， 
三 个 向 量 <&，28，2 共 面 的 充分 必要 条 件 是 a xz .ec=0. 取 一 个 仿 
射 坐标 系 [Oid , 史 ,@ ]， 分 别 利用 外 积 和 内 积 的 计算 公式 可 得 ， 
4xB ce 等 于 以 wa，8，2 的 坐标 为 列 的 行列 式 乘 以 & x 中 ，d. 由 于 
人 ,中 ，d 不 共 面 ， 因 此 刀 x 史 : 帮 关 0， 从 而 得 到 : 三 个 向 量 e， 
5，% 共 面 的 充分 必要 条 件 是 以 它们 的 坐标 为 列 的 行列 式 等 于 0. 这 个 
结论 在 建立 平面 的 方程 中 起 了 关键 作用 . 

有 了 几何 空间 的 线性 结构 和 度量 结构 ， 就 可 以 畅通 无 阻 地 建立 
平面 的 方程 和 直线 的 方程 ， 以 及 研究 平面 、 直 线 的 位 置 关 系 和 度量 
关系 ， 进 而 建立 旋转 面 、 柱 面 、 锥 面 的 方程 ， 研 究 它们 的 性 质 ， 以 
及 利用 二 次 曲面 的 标准 方程 研究 它们 的 性 质 . 

2， 既 加 强 几何 直观 ， 又 使 解析 几何 与 高 等 代数 水 乳 交 融 ， 论 证 
严谨 而 简明 . 

平面 上 的 二 次 曲线 有 多 少 种 类 型 ? 如 何 从 二 次 曲线 $ 的 方程 因 
认 它 是 哪 一 种 类 型 ? 容易 想到 的 办 法 是 : 先 作 转轴 ， 使 得 二 次 曲线 $ 
的 新 方程 中 不 出 现 交 叉 项 ; 然后 对 新 方程 配方 ， 作 移 轴 ， 使 得 $ 的 
方程 变 得 简单 ， 易 于 因 认 $ 是 什么 样 的 二 次 曲线 . 设 二 次 曲线 8 在 
直角 坐标 系 Oxy 中 的 方程 为 
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ao2 +2aoxy + ao 和 +2ax+2aoy+ao = 0. (1) 
把 其 中 的 二 次 项 部 分 的 系数 组 成 一 个 对 称 和 矩阵 4 : 
Z0 2 
el 
Ciz 0Q22 
把 一 次 项 系数 的 一 半 组 成 一 个 列 向 量 5= (ao ) ， 则 3 的 方程 (1) 
可 写成 


寻 


G204( 十 257| 
其 中 5 = (ao ). 作 转 轴 


有 -= 0， (2) 


WO 
其 中 了 了 是正 交 和 矩阵 ， 且 17| =1， 即 
7 - cos0 一 sinb 
2 | 


二 次 曲线 $ 在 转轴 后 的 直角 坐标 系 0x y 中 的 方程 为 


(emraz 人 +257 人 7.]+a = 0. (3) 
y y 
于 是 $ 的 新 方程 (3) 中 不 出 现 交 叉 项 ( 即 * 六 项 ) 当 且 仅 当 
al 0 
Tz4T7 = | | (4) 
0 az 


通常 的 做 法 是 : 选取 转角 6， 使 得 $ 的 新 方程 (3) 中 交叉 项 的 系数 为 
0. 这 时 eot26 必须 满足 一 个 条 件 . 由 此 通过 解 一 元 二 次 方程 解 出 
tang， 再 求 出 eosg 和 sin6， 以 便 确 定 也 然后 cn 和 cz 有 一 个 用 tanb 
表示 的 公式 . 这 个 方法 的 计算 量 较 大 ， 要 记忆 的 公式 比较 多 . 我 们 
现在 的 方法 是 换 一 个 角度 考虑 . 设 了 = (9 ) ， 则 (4) 式 等 价 于 


al 0 
(Wi9a) = | ， 


即 
7 = an ， 入。 = 02z 和 2- 
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由 此 受到 启发 ， 引 出 了 z 阶 矩 阵 4 的 特征 值 和 特征 向 量 的 概念 : 设 
4 是 实数 域 上 的 并 阶 憩 阵 ， 如 果 存 在 一 个 实数 Mo 和 月 " 的 一 个 非 零 
向 量 y， 使 得 4y = Aoy， 那 么 称 M 是 4 的 一 个 特征 值 , 称 y 是 4 的 
属于 特征 值 M。 的 一 个 特征 向 量 ， 于 是 $ 在 转轴 后 的 方程 (3) 不 出 现 
交叉 项 当 且 仅 当 4 有 两 个 特征 值 Ah ，A:， 并 且 4 的 属于 特征 值 A， 
的 特征 值 向 量 9; 与 属于 特征 值 4 的 特征 向 量 9 正 交 . 根据 特征 值 
和 特征 向 量 的 定义 可 推导 出 Me 是 4 的 特征 值 当 且 仅 当 A。 是 多 项 式 
入 - (ou +ao)A+aioas -ab 的 两 个 实 根 ，y 是 4 的 属于 h。 的 特征 
向 量 当 且 仅 当 y 是 齐 次 线性 方程 组 (Mo7 -4) 忆 =0 的 一 个 非 零 解 . 我 
们 把 多 项 式 人 - (oa +ao)A+aaas -ab 称 为 4 的 特征 多 项 式 . 它 

的 判别 式 4 一 定 大 于 或 等 于 0， 等 号 成 立 当 且 仅 当 ol = az 上 且 os =0. 
于 是 ， 当 cos<0 时 ，4 的 特征 多 项 式 有 两 个 不 等 实 根 A; ，A; ， 它 们 是 
4 的 两 个 不 同 的 特征 值 . 通过 计算 可 得 ， 此 时 4 的 属于 》; 的 特征 向 量 


与 属于 )。 的 特征 向 量 % 一 定 正 交 . 令 i = TY 全 = 下 %%， 
则 信 与 加 是 4 的 正 交 的 单位 特征 向 量 ， 从 而 工 = (7 , 妨 ) 是 正 交 抵 
阵 ， 适 当选 取 办 ， 可 使 得 | 了 | =1 于 是 作 转 铀 | ,|] -下 则 二 次 
曲线 $ 的 新 方程 为 


天 各 时 证 交 2 +2577( + 二 (5) 
7 


我 们 用 现在 这 个 方法 ， 既 突显 了 二 次 曲线 $ 在 上 述 转轴 后 的 新 方程 
中 平方 项 的 系数 恰好 是 4 的 特征 值 ， 不 需要 记忆 用 tanb 表示 oa; ， 
2 的 公式 ， 而 且 很 明显 地 表示 了 求 新 方程 中 一 次 项 系数 的 一 半 的 公 
式 : 6.7， 这 个 方法 体现 了 解析 几何 与 高 等 代数 的 水 乳 交融 ， 

3. 继续 强调 用 变换 的 观点 研究 图 形 的 性 质 和 分 类 . 

平面 (作为 点 集 ) 到 自身 的 一 个 映射 rc， 如果 使 得 每 一 个 点 已 到 
它 的 像 点 己 的 指向 是 给 定 的 一 个 方向 e， 并 且 | PP'| = |je| ， 那么 
称 这 个 映射 是 平面 沿 向 量 ea 的 平移 . 在 平面 上 取 定 一 个 点 0， 给 
定 一 个 角 c， 平 面 到 自身 的 一 个 映射 rc， 如 果 使 得 每 一 个 点 己 的 像 点 
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P' 满足 ZLPOP' =a,|0P| = | 0P'|， 那 么 称 o 是 平面 绕 点 0 转角 
为 w 的 旋转 . 在 平面 上 取 定 一 条 直线 1， 平面 到 自身 的 一 个 映射 c， 
如 果 使 得 不 在 直线 1 上 的 每 一 个 点 已 与 其 像 点 已 的 连 线段 PP' 被 直线 
! 垂直 平分 ，! 上 每 一 个 点 的 像 点 是 它 自身 ， 那 么 称 o 是 平面 关于 直 
线 7 的 反射 (也 称 为 轴 反 射 ). 平移 、 旋 转 、 轴 反射 的 共同 特征 是 保持 
平面 上 任意 两 点 的 距离 不 变 . 抓 住 这 个 共同 特征 抽象 出 下 述 概念 : 
平面 ( 作为 点 集 ) 到 自身 的 一 个 映射 rc， 如 果 保 持 任 意 两 点 的 距离 不 
变 ， 那 么 称 e 是 平面 上 的 一 个 正 交 (点 ) 变换 ( 或 者 保 距 变换 ). 从 这 
个 定义 出 发 ， 经 过 逻辑 推理 ， 可 得 出 : 正 交 变 换 把 直线 映 成 直线 ， 
把 线段 映 成 线 仆 ， 并 且 保 持 线段 的 分 比 不 变 ; 正 交 变换 是 可 逆 变 换 ， 
并 且 它 的 道 变换 也 是 正 交 变换 ; 正 交 变 换 的 乘积 还 是 正 交 变 换 ; 正 
交 变 换 把 平行 直线 映 成 平行 直线 ; 正 交 变换 保持 角 的 大 小 不 变 ; 正 
交 变 换 诱 导 了 平面 (作为 向 量 的 集合 ) 到 自身 的 映射 ， 并 且 保 持 向 量 
的 加 法 和 数量 乘法 运算 ; 正 交 变 换 把 直角 坐标 系 工 映 成 直角 坐标 系 
I ， 并 且 使 得 每 一 个 点 尸 的 工 坐 标 等 于 它 的 像 点 书 ' 的 工 坐 标 ; 正 交 
变换 或 者 是 平移 ， 或 者 是 旋转 ， 或 者 是 轴 反 射 ， 或 者 是 它们 之 间 的 
乘积 .从 平移 、 旋 转 和 轴 反 射 保持 任意 两 点 的 距离 不 变 抽象 出 正 交 
变换 的 概念 ， 经 过 逻辑 推理 证 明了 正 交 变换 一 定 是 平移 、 旋 转 、 轴 
反射 或 者 它们 之 间 的 乘积 ， 这 是 多 么 有 意思 地 揭示 出 了 事物 的 内 在 
规律 

从 一 张 底片 洗 出 二 寸 照片 一 张 ， 并 且 放 大 洗 出 六 寸 照片 一 张 ， 
文 两 张 照片 对 应 线段 的 比 是 一 个 常数 3. 由 此 抽象 出 下 述 概念 : 平面 
(作为 点 集 ) 到 自身 的 一 个 映射 *， 如 果 使 得 对 应 线段 的 比 为 一 个 非 
零 常数 下 ， 那 么 称 了 是 一 个 相似 变换 ， 简 称 为 相似 ， 其 中 下 称 为 相似 
比 ， 如 果 有 一 个 相似 比 为 大 的 相似 变换 r， 使 得 一 个 图 形 正 的 像 是 图 
形 玉 ,那么 称 马 和 玉 是 相似 图 形 ， 其 中 天 称 为 这 两 个 图 形 的 相似 
比 ， 银 幕 上 的 图 像 是 幻灯 片上 的 图 像 经 过 放大 得 到 的 . 由 此 抽象 出 
下 述 概念 : 在 平面 上 取 定 一 个 点 0， 平 面 到 自身 的 一 个 映射 *， 如 果 
使 得 每 一 个 点 尸 的 像 点 P' 满足 0 下 = 05， 其 中 下 是 一 个 非 零 常数 ， 
那么 称 r 是 中 心 为 0 的 位 似 ， 其 中 天 称 为 位 似 比 . 易 看 出 ， 位 似 比 
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为 天 的 位 似 变 换 是 相似 比 为 | 左 | 的 相似 变换 ， 还 可 证 明 : 位 似 是 可 
逆 变 换 ， 并 且 它 的 闭 变换 也 是 位 似 ; 相似 可 以 分 解 成 一 个 位 似 与 一 
个 正 交 变 换 的 乘积 ， 从 而 相似 是 可 道 变换. 相似 、 位 似 都 是 可 逆 变 
换 ， 且 把 共 线 三 点 映 成 共 线 三 点 . 平面 上 沿 方向 e 向 着 直线 ! 的 压 
缩 ， 以 及 平面 上 的 错 切 也 都 是 可 逆 变 换 ， 且 把 共 线 三 点 映 成 共 线 三 
点 - 由 此 我 们 抽象 出 下 述 概念 : 平面 (作为 点 集 ) 到 自身 的 映射 r， 
如 果 是 双 射 ， 并 且 把 共 线 的 三 点 上 映 成 共 线 的 三 点 ， 那 么 称 r 是 平面 
上 的 一 个 仿 射 变换 . 从 这 个 定义 出 发 经 过 逻辑 推理 得 到 : 仿 射 变换 
把 不 共 线 的 三 点 映 成 不 共 线 的 三 点 ; 仿 射 变换 的 道 变换 是 仿 射 变换 ; 
仿 射 变换 的 乘积 是 仿 射 变换 ; 仿 射 变换 把 平行 直线 映 成 平行 直线 ; 
仿 射 变换 把 线段 映 成 线段 ; 仿 射 变换 诱导 了 平面 (作为 向 量 的 集合 ) 
到 自身 的 一 个 映射 ， 并 且 保 持 向 量 的 加 法 和 数量 乘法 运算 ; 仿 射 变 
换 保持 线段 的 分 比 不 变 ; 仿 射 变换 把 仿 射 坐标 系 [ 变 成 仿 射 坐标 系 
工 ， 并 且 每 一 个 点 忆 的 工 坐标 等 于 它 的 像 点 已 的 贡 坐标 ， 反 之 也 成 
立 ; 平面 上 任 给 两 组 不 共 线 三 点 4 ，4 ，4; 和 Bi ，B ，B;, ， 则 存在 
唯一 的 仿 射 变换 把 4; 映 成 Bi=1,2,3); 仿 射 变换 在 仿 射 坐标 系 
[[0;2,@] 中 的 公式 为 
( 攻 | (由 
其 中 系数 矩阵 是 可 逆 矩 阵 ， 其 第 1 列 是 r( 中 ) 的 工 坐 标 ， 第 2 列 是 
7T() 的 工 坐标 ，(xo ,yo) 是 (0) 的 工 坐标 ，(x,y) (xy 分 
别 是 点 己 和 r(P) 的 工 坐 标 ; 反之 ， 如 果 平 面 上 的 一 个 点 变换 7 在 仿 
射 坐标 系 工 [0;4 ,2 ] 中 的 公式 ， 其 系数 矩阵 为 可 道 矩 阵 ， 那么 
是 仿 射 变换 ， 这样， 我 们 从 仿 射 变换 的 定义 出 发 ， 经 过 逻辑 推理 揭 
示 出 了 仿 射 变换 有 多 少 ( 任 给 两 组 不 共 线 的 三 点 都 存在 唯一 的 仿 射 变 
换 把 第 一 组 上 映 成 第 二 组 ) ， 平 面 上 的 点 变换 如 果 在 仿 射 坐 标 系 中 的 公 
式 的 系数 矩阵 是 可 逆 矩 阵 ， 那 么 它 就 是 仿 射 变换 . 

4 把 射影 平面 的 概念 从 县 体 的 几何 模型 (把 O0 和 扩大 的 欧 氏 平 
面 ) 上 升 到 公理 化 定义 . 

在 几何 空间 中 取 定 一 点 0， 过 点 0 的 所 有 直线 和 所 有 平面 构成 
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的 集合 称 为 把 0. 把 0 是 射影 平面 具体 的 几何 模型 ， 几何 空间 作为 以 
定点 0 为 起 点 的 所 有 定位 向 量 组 成 的 集合 了 是 实数 域 及 上 的 3 维 线 
性 空间 ， 过 点 0 的 直线 是 了 的 1 维 子 空间 ， 过 点 0 的 平面 是 了 的 2 
维 子 空间 . 我 们 把 了 的 1 维 子 空间 称 为 点 ，2 维 子 空间 称 为 线 ， 集 合 
的 包含 关系 作为 关联 关系 ， 则 所 有 点 构成 的 集合 ， 所 有 线 构成 的 集 
合 ， 连同 关联 关系 一 起 成 为 一 个 射影 平面 ， 记 作 PC(2, 民 ). 理由 是 : 
PG(2, 尺 ) 的 点 集 与 把 0 的 所 有 直线 组 成 的 集合 有 一 个 一 一 对 应 ， 
PG(2, 尺 ) 的 线 集 与 把 0 的 所 有 平面 组 成 的 集合 有 一 个 一 一 对 应 ， 并 
且 这 种 对 应 关系 保持 关联 性 ， 因 此 PG(2, 及 ) 是 一 个 射影 平面 . 利用 
线性 空间 的 结构 ， 容 易 证 明 : 在 PG(2, 尽 ) 中 ， 任 给 两 个 不 同 的 点 ， 
有 且 只 有 一 条 线 与 它们 关联 ; 任 给 两 条 不 同 的 线 ， 有 且 只 有 一 个 点 
与 它们 关联 ; 存在 四 个 不 同 的 点 ， 其 中 任意 三 点 都 不 与 一 条 线 关联 . 
由 此 抽象 出 射影 平面 的 公理 化 定义 : 一 个 关联 结构 包 = (也 罗 ,7) 
(其 中 了 是 点 集 ， 罗 是 线 集 ， 了 是 点 与 线 的 关联 关系 )， 如 果 满 足 : 
(1) 任 给 两 个 不 同 的 点 恰 有 一 条 线 与 它们 关联 ; (2) 任 给 两 条 不 同 
的 线 恰 有 一 个 点 与 它们 关联 ; (3) 存在 四 个 不 同 的 点 ， 其 中 任意 三 
点 都 不 与 一 条 线 关 联 ， 那 么 称 多 是 一 个 射影 平面 . 这 样 ， 我 们 对 射 
影 平面 的 概念 揭示 出 了 它 的 内 在 本 质 . 

5s. 用 数学 的 思维 方式 编写 教材 . 

如 何 证 数学 比较 不 难 学 ? 如 何 把 数学 学 得 很 好 ? 作者 的 体会 是 
用 数学 的 思维 方式 学 数学 . 数学 的 思维 方式 是 一 个 侈 过 程 : 观察 客 
观 现象 ， 抓 住 主要 特征 抽象 出 概念 ;， 提出 要 研究 的 问题 . 运用 "解剖 
麻雀 ”、 直 觉 、 归 纳 、 类 比 、 联 想 、 膛 辑 推 理 等 进行 探索 ; 猜测 可 能 
有 的 规律 ， 而 这 个 猜测 是 真是 假 要 进行 论证 ， 数 学 的 论证 方法 是 只 
运用 定义 、 公 理 和 已 经 证 明了 的 定理 进行 巡 辑 推理 ; 揭示 出 事物 的 
内 在 规律 . 

在 本 次 修订 中 ， 我 们 用 数学 的 思维 方式 编写 教材 ， 让 读者 比较 
容易 地 学 习 解 析 几 何 ， 而 且 学 得 好 . 
6. 这 次 修订 对 每 一 节 的 所 有 习题 都 给 出 了 答案 或 提示 . 
本 教材 获得 2014 年 度 北京 大 学 教材 建设 立项 ， 特 此 向 北京 大 学 
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教材 建设 委员 会 表示 感谢 ! 
作者 感谢 使 用 《解析 几何 (第 二 版 )》 作 为 教材 的 老师 以 及 读者 对 
第 二 版 提出 的 宝贵 修改 建议 . 
作者 感谢 本 书 第 一 、 二 版 的 责任 编辑 王 明 舟 和 第 三 版 的 责任 编 
辑 曾 琉 婷 ， 他 们 对 本 书 的 出 版 付出 了 辛勤 的 劳动 . 
真诚 欢迎 广大 读者 对 本 书 提出 见 . 
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解析 几何 是 大 学 数学 系 的 主要 基础 课程 之 一 ， 学 好 这 门 课 对 于 
学 习 数 学 分 析 、 高 等 代数 、 微 分 几何 和 力学 等 课程 都 是 有 很 大 的 帮 
助 ， 并 且 它 本 身 的 内 容 对 于 解决 一 些 实际 问题 也 是 很 有 用 的 . 

本 书 是 以 作者 近 几 年 在 北京 大 学 数学 系 讲 授 解 析 几 何 课程 的 讲 
稿 为 基础 编写 成 的 、 编 写 中 主要 考虑 了 以 下 几 点 : 

1， 贯穿 全 书 的 主线 是 阐述 解析 几何 的 几 种 基本 方法 : 坐标 法 、 
向 量 法 、 坐 标 变换 法 、 点 变换 法 .第 一 、 二 、 三 章 主 要 讲 坐 标 法 和 
向 量 法 ， 并 且 用 这 些 方法 讨论 了 空间 中 的 平面 和 直线 ， 以 及 常见 曲 
面 ， 第 四 、 五 章 主要 讲 坐标 变换 法 ， 并 且 用 这 些 方法 讨论 了 二 次 曲 
线 方程 的 化 简 ， 第 六 、 七 章 主要 讲 点 变换 法 ， 讲 了 三 种 变换 : 正 交 
变换 、 仿 射 变 换 和 射影 变换 ; 讲 了 如 何 用 点 变换 法 研究 图 形 的 性 质 ; 
并 且 运 用 这 些 变 换 分 别 讨论 了 二 次 曲线 的 正 交 分 类 、 仿 射 分 类 和 射 
影 分 类 . 

2. 本 书 主要 讲 欧 氏 几何 和 仿 射 几何 ， 同 时 射影 几何 的 内 容 也 占 
了 一 定 的 篇 幅 . 本 书 在 讲 射影 几何 的 内 容 时 ， 紧 紧 抓 住 几 何 背景 ( 主 
要 是 抓 住 "中 心 投影 ”和 把" ) ， 从 而 使 读者 易于 理解 射影 平面 、 齐 
次 坐标 、 交 比 、 射 影 坐标 和 射影 映射 等 概念 . 

3. 本 书 注意 培养 读者 对 空间 图 形 的 直观 想象 能 力 ， 这 尤其 体现 
在 第 三 章 中 关于 旋转 面 、 柱 面 和 锥 面 方程 的 建立 ， 以 及 专门 用 一 节 
介绍 了 画 空 间 图 形 常用 的 三 种 方法 ， 画 曲面 的 交 线 和 画 曲 面 围 成 的 
区 域 的 方法 . 

4. 本 书 论证 严谨 ， 同 时 又 力求 简明 . 叙述 上 深入 浅 出 ， 条 理 清 
楚 ， 注 意 讲 清 所 讨论 问题 的 来 龙 去 脉 . 

5. 本 书 在 第 四 章 $2 结合 坐标 变换 引进 了 和 抢 阵 的 概念 ， 讲 了 拢 
阵 的 运算 以 及 可 道 矩 阵 、 正 交 符 阵 等 内 容 .， 这 样 从 第 四 章 8$3 开始 ， 


列 前 言 


本 书 就 运用 了 竹 阵 的 工具 ， 从 而 使 很 多 叙述 和 证 明 变 得 比较 简单 . 

6. 本 书 仔 细 注 意 了 习题 的 选择 和 配置 . 每 一 节 后 面 都 配 了 习 
题 ， 有 些 习题 是 为 了 熟练 掌握 正文 内 容 的 ， 有 些 习 题 是 富有 启发 性 
的 ， 有 的 习题 是 对 正文 内 容 的 补充 . 加”* "号 的 题 较 难 一 些 . 

本 书 可 供 综合 大 学 和 高 等 师范 院 校 的 数学 系 、 力 学 系 作为 解析 
几何 教材 ， 如 果 周 学 时 为 4+2( 即 每 周 4 学 时 讲课 ，2 学 时 习题 课 ) ， 
则 一 学 期 可 讲 完全 书 (加 ”“* ”号 的 内 容 可 略 去 )， 如 果 周 学 时 为 3 + 
1， 则 可 略 去 加 ”* "号 内 容 以 及 第 六 章 8 6 和 第 七 章 . 
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第 一 章 ”几何 空间 的 线性 结构 和 度量 结构 


解析 几何 最 基本 的 方法 是 坐标 法 ， 即 建立 一 个 坐标 系 ， 使 得 点 
可 以 用 有 序 实数 组 ( 称 为 它 的 坐标 ) 来 表示 ， 从 而 可 以 用 方程 表示 图 
形 ， 通 过 方程 来 研究 图 形 的 性 质 ， 坐 标 法 的 优越 性 在 于 它 利 用 了 数 
可 以 进行 运算 的 优点 .那么 ， 能 否 把 代数 运算 直接 引 到 几何 中 来 呢 ? 
即 什么 样 的 几何 对 象 能 够 做 运算 ? 我 们 从 力学 中 知道 ， 力 、 速 度 这 
些 量 既 有 大 小 、 又 有 方向 ， 它 们 可 以 用 有 向 线段 来 表示 ， 力 (或 速 
度 ) 的 合成 可 以 通过 有 向 线段 来 进行 ， 这 类 既 有 大 小 、 又 有 方向 的 量 
称 为 向 量 (或 矢量 ) ， 本 章 要 研究 向 量 的 代数 运算 ， 利 用 向 量 的 运算 
来 研究 图 形 性 质 的 方法 称 为 向 量 法 ， 它 的 优点 在 于 比较 直观 ， 并 且 
对 向 量 也 引进 它 的 坐标 ， 这 样 又 可 以 利用 数 的 运算 ， 从 而 向 量具 有 
双重 的 优点 .向 量 在 力学 、 物 理学 和 工程 技术 中 也 有 重要 的 应 用 
此 外 ， 我 们 这 里 讲 向 量 的 概念 及 其 运算 也 为 线性 代数 中 讲 线性 空间 
提供 了 几何 背景 ， 而 一 般 的 线性 空间 在 现代 数学 中 起 着 重要 的 作用 . 

这 一 章 我 们 首先 引进 向 量 的 加 法 和 数量 乘法 运算 ， 研 究 几何 空 
间 的 线性 结构 ;然后 引进 向 量 的 内 积 、 外 积 和 混合 积 ， 研 究 几 何 空 
间 的 度量 结构 . 


8$1 向 量 及 其 线性 运算 


11 向 量 的 概念 


既 有 大 小 、 又 有 方向 的 量 称 为 向 量 (或 矢量 )， 向量 用 符号 e， 
石 ，c，… 或 忌 ， D， 元 

一 个 向 量 & 可 以 用 一 条 有 向 线段 磅 来 表示 ， 其 中 用 这 条 线段 的 
长 度 |4B8 | 表示 a 的 大 小 ， 用 起 点 4 到 终点 了 的 指向 表示 ea 的 方向 


2 第 一 章 几何 空间 的 线性 结构 和 度量 结构 


(如 图 1.1). 

_ 规定 长 度 相等 并 且 方 向 相同 的 有 向 线段 表示 同一 一 个 向 基 . 例如 ， 
若 刀 表示 向 量 4， 则 4 态 名 又 过 平行 移动 得 到 的 有 向 线段 二 仍然 表示 
向 量 e (如 图 1.2)， 记 作 ea = 万 = 巧 . 


妈 在 已 


图 1.1 图 1.2 


我 们 今后 把 向 量 的 大 小 也 称 为 向 量 的 长 度 ， 向 量 e 的 长 度 记 作 
|e |， 长 度 为 零 的 向 量 称 为 零 向 量 ， 记 作 0， 零 向 量 的 方向 不 确定 . 

长 度 为 1 的 向 量 称 为 单位 向 量 ， 与 和 同 向 的 单位 向 量 记 作 om. 

与 @ 长 度 相等 并 且 方向 相反 的 向 量 称 为 e 的 反 向 量 ， 记 作 - &. 
例如 ， 玖 是 馆 的 反 向 量 ， 因 此 而 = - 研 


丰 2 向 量 的 加 法 


我 们 知道 ， 接 连 做 两 次 位 移 态 和 有 卫 RS 4C (如 
C 图 1.3)， 由 这 个 实际 背景 我 们 给 出 
一 人 11 对 于 向 量 e，5， 作 有 向 线段 
4 表示 &， 作 有 向 线段 BC 表示 了 ， 把 4C 表 
示 的 向 量 ec 称 为 & 与 下 的 和 ， 记 作 c =c+D 
(如 图 1.4(a) ) ， 也 就 是 ER 
研 + 瑟 -也 
由 这 个 公式 表示 的 向 量 加 法 规则 通常 称 为 三 角形 法 则 . 


Cl 
九 C 
人 4 
| 罗 肆 41 了 
(a) (D) 


图 1.4 
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注 1 车 另 取 一 个 起 点 4 ， 作 志 B 表 示 ea， 作 札 G' 表示 ， 则 
容易 说 明天 G' 与 4iC 表 示 同 一 个 向 量 (如 图 1.4(b) )， 因 此 向 量 的 加 
法 与 起 点 的 选择 无 关 . 

注 2 也 可 以 从 同一 起 点 0 作 殉 表 示 a， 作 0 肪 表示 了 少 ， 再 以 
04 和 08 为 边 作 平行 四 边 形 04CB， 则 容易 说 明 对 角 线 0C 也 表示 向 
量 a 与 志 的 和 ec (如 图 1.5)， 这 称 为 向 量 加 法 的 平行 四 边 形 法 则 . 


2 


向 量 的 加 法 适合 下 述 规律 ; 
(1) 结合 律 : (ec+BD) +c=a+(B3+c)， 


其 中 ec，5，e 是 任意 向 量 ; 人 
(2) 交换 律 : ac + =8+C， 其 中 必 ， 2 

是 任意 向 量 ; 人 8 
(3) 对 任意 向 量 a， 有 w+0=ai 4 
(4) 对 任意 向 量 a， 有 a+(-a) =0. 图 1.6 


证 明 (1) 作 哆 表 示 a,， 作 全 表示 忆 
作 无 表示 ce( 如 图 1.6)， 则 
(+i)+ce=( 和 + 本 + 了 = 月 + 了 8- 0C， 
ar+l+c= 克 (本 + 有)= 玖 +40 -0C， 


因此 
(+BD)+c=C+(BD+c). 
(2) 作 研 表示 ec， 作 5 肪 表示， 以 04 和 08 为 边 作 平行 四 边 
形 04CB (如 图 15),， 则 0C-=a+D， 并 且 BC=a， 从 而 
已 十 公 -= 0 了 BC-OC-a+ 
(3) 作 大 表示 ec，0 可 用 融 表 示 ， 于 是 
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C++TI0 -=- 胡 + 表 -=- 研 -uv 

(4) 作 馆 表 示 e， 则 

za+(Co= 梧 + CC 厂 )-=- 醋 + 本 -本 -0. 口 
本 书 中 用 符号 “4:= B" 表 示 用 有 卫 来 规定 4， 读 作 *4 定义 成 B". 

向 量 的 减法 的 定义 为 
定义 1.2 w-D:=&+(-D). 
若 “,， 分 别 用 同一 起 点 的 有 向 线段 只，( 咀 表示 (如 图 1.7)， 则 
2Z-p88=04-0B=04+(-08B)= 04+B0O = pB4. 
容易 看 出 ， 对 于 任意 向 量 c, 六 ， 都 有 


Se | 
2 这 个 不 等 式 称 为 三 角形 不 等 式 ， 它 是 用 向 量 的 


2 形式 表示 “三 角形 的 一 边 不 大 于 另 两 边 的 和 "” 
图 1 7 证 明 留 给 读者 ， 作 为 本 节 习 题 的 第 7 题 . 


13 向 量 的 数量 乘法 


定义 下 3 实数 与 向 量 ea 的 乘积 Aa 是 一 个 向 量 ， 它 的 长 度 为 
|Azl:=1Allel， 
它 的 方向 当 入 >0 时 与 相同 ， 当 和 <0 时 与 e 相反 
对 于 任意 向 量 &， 由 于 |0e|=0|a|l=0， 所 以 0 =0， 同 理 ， 对 
一 切实 数 和 ， 都 有 A0 =0. 
设 as<0， 因为 |eal -ea 与 & 同 向 ， 并 且 
llelal=la jcl=1， 
所 以 e = |e| ee， 把 一 个 非 零 向 量 “ 乘 以 它 的 长 度 的 倒数 ， 便 得 到 
一 个 与 它 同 向 的 单位 向 量 w“. 这 称 为 把 e 单位 化 . 
向 量 的 数量 乘法 适合 下 述 规律 : 对 于 任意 向 量 &，2 和 任意 实数 
A， 人 内， 有 
(1) lc=w&，(-1)a= 一 ai; 
(2) AUC) =(AN)Gi 
(3) (A+N)C=ACT+THG; (1.1) 
(4) (CT+D) = 和 ACT 二 AD 《全 ) 
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关于 (1) 和 (2) 可 以 用 定义 1.3 直接 验证 . 
(3) 的 证 明 若 &=0 或 者 人 , 人 中 有 一 个 为 零 ， 则 等 式 (1.1) 显 
然 成 立 ， 下面 设 人 , 人 都 不 等 于 零 ， 并 且 cs0， 
情形 1 若 和 ,伙同 导 ， 则 Aea 与 w& 方 向 相同 ， 因 此 有 
|Az+uhl|=|Ael+luel=lAllel+luzllel 
= (|A|+|wzl)leal. 


[CA+Aael=|lA+wllal=(Al+lwzl)lel， 
因而 
|Ae+Ahel=|(A+A)e|， 
并 且 当 和 , 人 凤 同 号 时 ， 显 然 Ae +Hpe 与 (人 + 人 )& 同 向 ， 所 以 
(入 十 凡 )C = AQ + Na. 
情形 2 若 人 ,从 异 导 ,由 于 和 和 凡 的 地 位 是 对 称 的 ， 因 此 不 妨 
设 久 >0, 人 <0. 又 分 以 下 三 种 情形 : 
中 若 和 人 +=0， 则 等 式 (1.1) 的 左边 为 0c =0， 右 边 为 
Ac+(- 和 aa=Aa+(-l)(AMc)=A+(-A)=0， 
因此 (1. 1) 式 成 立 ， 
@ 若 人 + 人 >0， 因 为 +A>0，- 人 >0， 于 是 由 情形 1 知 
[(A+HA) +CA)]a = (A+A)ar+ (一 人 )a， 


AM = (人 +A)C+(-HAC)， 
从 而 有 
(AT+A)G = AG + HG. 
加 若 人 +A<0， 因 为 人 A+ 与 -A 同 号 ， 于 是 由 情形 1 知 
[CA+A)+CA)ja=(A+H)a+( 人 人 A)a. 

类 似 于 四 可 得 (1.1) 式 . 口 ] 

(4) 的 证 明 知人 =0 或 者 wa, 站 中 有 一 个 为 0， 则 (1.2) 式 显然 
成 立 . 下 面 设 A 关 0，cs<0，5 大 0. 

若 经 过 平行 移动 e 和 了 呈 在 一 直线 上 ， 则 存在 实数 由， 使 得 = 
A&， 于 是 
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Aca+BD)=AGle+Hka)=AL1L+A)c= [AL+A)e] 

(AT+ANL)GC = AT( AL)GC 

ACE TAULCE)= Aa TAB 

万 若 经 过 平行 移动 x 和 不 在 一 直线 

上 ， 那么 当 >0 时 ， 作 研 ， 太 分 别 表 

示 c，5， 于 是 下 表示 e+D; 作 0C， 

三 分 别 表 示 Me， 5 (如 图 18)， 则 

AO4BAOCD， 从 而 也 必 在 直线 08 上 ， 
图 1.8 于 是 6 万 表示 A(e+ 有 让， 又 (0 方 表 示 e+ 

282， 所 以 有 


)(Z +D) = Ac +AD. 
当 和 <0 时 ， 可 以 作 类 似 讨论 , 口 


1.4 共 线 ( 共 面 ) 的 向 量 组 


向 量 的 加 法 和 数量 乘法 统称 为 向 量 的 线性 运算 . 

设 如 4 ，…，w 是 一 组 向 量 ， 户 ， 天 ，…， 太 是 一 组 实数 ， 
则 有 ai +jcs +…+AG 是 一 个 回 量 ， 称 它 是 向 量 组 Cl ，c, ，……，& 
的 一 个 线性 组 合 ， 称 三 ， 闫 ，…， 天 是 这 个 组 合 的 系数 . 

定义 世 .4 向 量 组 若 用 同一 起 点 的 有 向 线段 表示 后 ， 它 们 在 一 条 
直线 (一 个 平面 ) 上 ， 则 称 这 个 向 量 组 是 共 线 的 ( 共 面 的 ). 

显然 ，0 与 任意 向 量 共 线 ; 共 线 的 向 量 组 一 定 共 面 ; 两 个 向 量 一 
定 共 面 ; 大 oa=A28 (或 者 =He)， 则 a 与 忆 共 线 . 

命题 1T 若 e 与 六 共 线 ， 并 且 cs<0， 则 存在 唯一 的 实数 入 ， 使 
得 = Aa. 

证 明 存在 性 若 a 与 忆 同 向 , 则 久 =e ， 从 而 有 

5=|2|2=|5lc=15ldela)=(2llel)e. 

取 和 = |z| el， 即 得 =Ac 若 a 与 五 反 向 ， 可 以 类 似 讨 论 

唯一 性 ”假如 8 =Az=HM,， 则 (A-A)ea=0 因为 g& 关 0， 所 以 
人 -有 =0， 即 和 = 几 . 

命题 1.2 4 与 8 共 线 的 充分 必要 条 件 是 ， 存 在 不 全 为 零 的 实数 


几 
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入 ， 人 内， 使 得 
Ma+lB = 0. (1.3) 
证 明 必要 性 设 e 与 巨 共 线 ， 若 za=5=0， 则 有 lc+1lp=0. 
若 a 与 不 全 为 0， 不 妨 设 < 关 0， 则 存在 实数 和， 使 得 = Aa， 
从 而 有 
AX+(-1)5 =10. 
充分 性 和 若 有 不 全 为 零 的 实数 1, 人， 使 得 (1.3) 式 成 立 ， 不 妨 


设 和 As 关 0， 则 由 (1.3) 式 得 ea = = 人 因此 a 与 鼠 共 线 . 口 
推论 11 ae 与 玉 不 共 线 的 充分 必要 条 件 是 从 (1.3) 式 成 立 可 以 
推出 和 = 人 =0. 口 


命题 1.3 若 c=Az+HBp8， 则 ca, 8，c 共 面 . 
证 明 着 ve 与 羡 共 线 ， 则 e,，2，e 共 线 ， 从 而 它们 共 面 . 若 
与 六 不 共 线 ， 则 当 和 >0, 从 >0 时 ， 由 图 1.9 知 ，&a，28，c 共 面 ,对 


A,， 从 的 其 他 取 值 情况 ， 可 以 类 似 讨论 . 口 
C 
C 
ALB 
妃 
忆 
光 Ma 多 aa 4 站 
图 1.9 图 1.10 


命题 1.4 若 wa,， 5，c 共 面 ， 并 且 e 与 六 不 共 线 ， 则 存在 唯一 的 
一 对 实数 多， 使 得 
C = AG +AD. 
证 明 看 在 性 如 图 1.10 所 示 ， 从 同一 起 点 0 作 

64-c， 有 -7，0C-c 
过 C 作 CDAOB， 且 与 直线 04 交 于 D， 因 为 吃 与 a 共 线 ， 所 以 存 
在 实数 和 ， 使 得 天 = Ace。， 同 理 有 孢 -wx15， 因 此 有 

c= 50C- 5 态 +5C -= Me+/ 
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唯一 性 “假如 ec=Az+/ 吕 =Aia+AB， 则 有 
(A-Aa+( -AN)D= 0. 
因为 & 与 丸 不 共 线 ， 根 据 推论 1. 1 即 得 
A-A=0，A-HJ=0， 
于 是 久 =A， 几 = 从 |， 
命题 1S 5，2D，c 共 面 的 充分 必要 条 件 是 ， 存 在 不 全 为 零 的 实 
数 握 ， 态 ， 态 ， 使 得 


jx +AD+1c = 10. (1.4) 
证 明 必要 性 设 a，5，e 共 面 ， 若 与 天 不 共 线 ， 则 存在 实 
数 久 ，/， 使 得 ec=Aa+1BD， 即 
MAX +MAM+(-1)c =0; 
若 a 与 丸 共 线 ， 则 存在 不 全 为 零 的 实数 4，w， 使 得 Ma +j =0， 从 
而 有 


MAX + +0Oc =10. 
充分 性 ”不妨 设 态 关 0， 则 由 (1.4) 式 得 


G 
友 帮 
因此 w，2，c 共 面 . 口 
推论 1.2 4，28，c 不 共 面 的 充分 必要 条 件 是 从 (1.4) 式 成 立 可 
以 推出 访 = 刀 = 有 =0. 口 


由 于 上 述 这 些 命题 成 立 ， 使 得 向 量 的 线性 运算 可 以 用 来 解决 有 
关 点 的 共 线 或 共 面 问题 、 直 线 的 共 点 问题 以 及 线段 的 定 比 分 制 问题 ; 
并 且 这 些 命题 是 研究 几何 空间 的 线性 结构 的 依据 . 

例 11 试 证 : 点 戏 在 线段 48 上 的 充分 必要 件 是 ， 存 在 非 负 实 


数 和, 人， 使 得 
0 用 -= 和 人 殉 +r5 有 ， 且 A++A =1 
其 中 0 是 任意 取 定 的 一 点 . 


证 明 必要 性 设 玉 在 线段 48 上 ,， 则 了 厂 与 态 同 向 ,并且 0 
<| 厂 | 三 | 下 |. 所 以 
一 一 全 一 全 
4 有 = 4 瑟 ，0 三 大 三 1. 
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任 取 一 点 0， 由 上 式 得 5 夏 - 中 -45 访 -04)， 即 
一 一 人 一 一 > 一 一 
0 及 = (1 -全 0 
取 和 =1-5, 人 =5， 则 A+A=1I， 并 且 人 >0,， 人 0. 
充分 性 ”大 对 某 一 点 0， 有 非 负 实数 和 , 人 几 ， 便 得 
0 及 -04+w58， 且 + = 1 


41- 0 玉 - 玖 -Or58 -+ 本 
=A(0 且 -04) = 本 
于 是 4 太 与 馈 共 线 ， 所 以 到 在 直线 48 上 ， 由 于 0<ws1， 所 以 杂 
在 线段 48 上 . 口 
例 1.2 试 证 : 三 点 4，38，5C 共 线 的 充分 必要 条 件 是 ， 存 在 不 
和 04+OB+z7OC=0， 且 和 A++DI=0， 
其 中 0 是 任意 取 定 的 一 点 . 
证 明 必要 性 若 4, 了 3，C 共 线 ， 则 4 与 4C 共 线 ， 于 是 ， 存 
在 不 多 为 零 的 实数 不，/， 使 得 


训 
1 
油 
再 . 
上 Fr 
此 
上 | 菇 


一 全 一 


5(08 -04) +100C -04) = 0， 
即 - (+D oO08+710C -0. 
取 A= -(E+D)， 凡 =， =1， 则 得 
04+AOB+yOC-0， 且 和 ++zs=0 
充分 性 ”大 对 某 一 点 0， 存 在 不 全 为 零 的 实数 和， 人 ，zy， 使 得 
04+5B+yOC-0， 且 A++y=0， 
则 ^=-(4+z)， 于 是 
-(K+a 站 00OB+yOc -0， 
即 AL 及 -0 oOC- 史 ) = 0， 
也 就 是 凡人 包 +zy4C =0， 易 说 明 /，z 不 全 为 零 ， 从 而 得 古 与 大 
线 ， 所 以 4，B8，C 共 线 . 


SS 


9 


口 ] 
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习 题 1 工 


一 一 


1. 已 知 平行 四 边 形 4BCD 的 对 角 线 为 4C 和 BD, 设 46=a， 元 
-5 求 丰 ,了 起 和 殉 . 
已 知 平行 四 边 形 4B8CD 的 边 BC 和 CD 的 中 点 分 别 为 天 和 工 ， 
设 配 = 有 -1 求 了 和 例 . 
3. 证 明 : 杂 是 线段 48 的 中 点 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 任意 一 点 


0， 有 天 = 了 ( 玖 + 05)， 


4. 设 玉 是 平行 四 边 形 4BCD 的 对 角 线 交点 ,证 明 : 对 任意 一 点 


六 工 少 > 一 一 人 
0, 月 = 寺 ( 殉 + 下 +0C+07)， 
5. 设 4D， B 忆 ， C7 是 A4BC 的 三 条 中 线 ， 用 本 巡 表 示 取 ， 


Was 
政 ， 瑟 并且 求 态 + 琵 + 全 


CD 的 中 点 ， 证 明 : 瑚 = 村 ( 态 + 死 ) 


7. 证 明 : 对 任意 向 量 &，2D， 都 有 
le+8l<slel+|2|. 

不 等 式 称 为 三 角形 不 等 式 ， 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 什么 ? 

8. 证 明 : 若 向 量 &s，2D，e 共 面 ， 则 其 中 至 少 有 一 个 向 量 可 以 表 
示 成 其 余 两 个 向 量 的 线性 组 合 ， 是 否 其 中 每 一 个 向 量 都 可 以 表示 成 
其 余 两 个 向 量 的 线性 组 合 ? 

9. 证 明 : 点 歼 在 直线 48 上 的 充分 必要 条 件 是 ， 存 在 实数 A， 
伙 ， 使 得 


61 - na 且 AT+A=1， 
ee 点 
0. 证 明 : 四 点 4，3，C,， 呈 共 面 的 充分 必要 条 件 是 ， 存 在 不 全 
04+OB+yrOc+ro5 了 -0， 旦 Autzpt+two=0， 
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其 中 0 是 任意 取 定 的 一 点 . 
11. 设 4, 了 3，C 是 不 在 一 直线 上 的 三 点 ,证 明 : 点 政 在 4，B， 
C 决定 的 平面 上 的 充分 必要 条 件 是 ， 存 在 实数 和 ,人 ，zy， 使 得 
0 好 -人 下 DG， 且 A++DZ=1， 
其 中 0 是 任意 取 定 的 一 点 . 
12. 证 明 : 点 下 在 A4B8C 内 (包括 三 条 边 ) 的 充分 必要 条 件 是 ， 
存在 非 负 实数 和 ,从 ， 使 得 
4 及 -= 人 研 :ri 上 且 和 帮 + 挟 1 
13. 证 明 : 点 开 在 A4BC 内 (包括 三 边 ) 的 充分 必要 条 件 是 ， 存 
在 非 负 实 数 和 ,人 ，zy， 使 得 
0 旷 = 多 5+y0C， 且 A++ = 1 
其 中 0 是 任意 取 定 的 一 点 . 
14. 用 疝 量 法 证 明 : 平行 四 边 形 的 对 角 线 互相 平分 . 
15. 用 向 量 法 证 明 : A48C 的 三 条 中 线 相 交 于 一 点 开 ， 并 且 对 任 
意 一 点 0， 有 


0 玉 - 了 (+ 砂 + 5) 
16. 用 向 量 法 证 明 : 四 面体 48CD 的 对 楼 中 点 连 线 交 于 一 点 M， 
并 且 对 于 任意 一 点 0， 有 
5 有 - 地 (24+ 三 + 5 契 ). 


17. 在 A48C 中 ， 巨 ， 己 分 别 是 边 4C，4B 上 的 点 ， 并 且 CE = 本 C4， 


4P = 本 4B 设 码 与 CF 交 于 6， 证 明 ; 


4 
0 = 一 (CF 
C 巨 了 2， C 本 C 


“18. 设 4 ，4 ，…，4, 是 正 ” 边 形 的 顶点 ，0 是 它 的 对 称 中 心 ， 
证 明 : 04 + 04 + + 克 -0. 

“19. 设 一 个 区 域 6， 如 果 连 接 它 的 任意 两 点 的 线段 上 的 每 一 点 者 
是 6 中 的 点 ， 则 称 6 是 凸 的 证明: 由 同一 点 出 发 的 向 量 
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= CI +TA20 十 二 
的 终点 组 成 的 区 域 是 凸 的 ， 其 中 五 , 天 ，…，j 都 是 非 负 实数 ， 
并 且 
下 十 如 十 … 十 无 = 
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几何 空间 了 是 空间 中 所 有 的 点 组 成 的 集合 ， 取 一 个 点 0, 以 0 
为 起 点 的 向 量 称 为 定位 向 量 ， 所 有 定位 向 量 组 成 的 集合 与 也有 一 
个 一 一 对 应 :0 态 对 应 于 终点 1 于 是 了 也 可 以 看 成 由 所 有 定位 向 
人 经 过 平行 移动 得 到 的 向 量 与 0 态 相 
等 ， 因 此 了 也 可 以 看 成 由 所 有 向 量 组 成 的 集合 ， 其 中 经 过 平行 移 
动 得 到 的 向 量 是 相等 的 向 量 ， 站 中 的 向 量 有 加 法 和 数量 乘法 运 芭 算 ， 
这 使 得 几何 空间 了 有 一 个 很 好 的 结构 . 


2.1 向 量 和 点 的 仿 射 坐标 、 直 角 坐 标 


定理 2.1 几何 空间 了 中 任意 给 定 三 个 不 共 面 的 向 量 @ ，4,， 

NE 
证 明 “可 表 性 “ 取 一 点 0,， 作 04,， 
例 ，04， 脑 分 别 表 示 四 ， 风 ， 山 ， 半 
过 M 作 一 直线 与 04; 平行 ， 且 与 04, 和 04。 
决定 的 平面 交 于 N._ 过 w 作 一 直线 与 04。 平 
和 
大 与 4 共 线 ， 了 与 由 共 线 ，N 与 
ee 共 线 ， 所 以 分 别 存在 实数 *，y，z， 使 得 
OP =xd，PN=yd， NU =azad:， 


ad 


从 而 


六 = 0 及 -0 天 -2 ye + 友 . 
唯一 性 若 
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一 一 
0O1M =xdi+yd+z =2G+7d+ 思 ， 


(xx -zi)d+(y-y)a t+(z-a)ad=0. 
因为 & ， 吃 ，d 不 共 面 ， 所 以 
xX-% =yY- 和 =z-2=0， 
即 
% = YY=7i) We 口 ] 

定理 2.1 给 出 了 几何 空间 了 的 线性 结构 ， 要 给 出 了 了 中 三 
个 不 共 面 的 向 量 ， 那 么 0 

定义 2.1 几何 空间 了 中 任意 三 个 有 次 序 的 不 共 面 向 量 dg ， 凤 ， 
称 为 了 的 一 个 基 ， 对 于 几何 空间 中 任 一 向 量 冯 ， 若 

12 = XG + yd + 203 ， 

则 把 三 元 有 序 实 数组 (*,y,z) 称 为 严 在 基 四 ， 风 ,， 几 下 的 坐标 ， 
记 作 
史 
和 

向 量 有 了 坐标 后 ， 我 们 再 对 空间 中 的 点 也 引进 坐标 . 

定义 2.2 几何 空间 中 一 个 点 O0 和 一 个 基 和 ， 赎 ，d; 合 在 一 起 
称 为 几何 空间 的 一 个 仿 射 标 架 或 仿 射 坐标 系 ， 记 作 [0jd ,@ ,如 ]， 其 
中 0 称 为 原点 ， 对 于 几何 空间 中 任意 一 点 收 ， 把 它 的 定位 向 量 0 硼 在 
基 司 ,路 ， 吃 下 的 坐标 称 为 点 琢 在 仿 射 标 架 [0; , 忆 , 思 ] 中 的 坐标 . 

由 定义 2.2 知 ,点 下 在 [0;a,o ,] 中 的 坐标 为 (*,y,z) 的 充 
分 必要 条 件 是 


或 (xz,y,z) 


0 及 = sl + 7@ + 韦 ， 
以 后 我 们 把 向 量 严 在 基 di， 由， 下 的 坐标 也 称 为 严 在 仿 射 标 架 
[05id ,da ,da ] 中 的 坐标 . 
几何 空间 中 取 定 了 一 个 仿 射 标 架 后 ， 由 定理 2.1 知 ， 几 何 空间 
中 全 体 向 量 的 集合 与 全 体 有 序 三 元 实数 组 的 集合 之 间 就 建立 了 一 一 
对 应 ; 通过 定位 向 量 ， 几 何 空间 中 全 体 点 的 集合 与 全 体 有 序 三 元 实 
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数组 的 集合 之 间 也 建立 了 一 一 对 应 , 

设 [0;d ,到 ,@] 为 几何 空间 的 一 个 仿 射 标 架 ， 过 原点 0， 且 分 
别 以 刀 ， 到 ,dd 为 方向 的 有 向 直线 分 别称 为 * 轴 ,， 7y 轴 ,，z 办 ， 统 称 
为 坐标 轴 ， 由 每 两 根 坐 标 轴 决 定 的 平面 称 为 坐标 平面 ， 它 们 分 别 为 
Oxy 平面 ，0yz 平面 ，0zx 平面 .坐标 平面 把 空间 分 成 八 个 部 分 ， 称 
为 八 个 卦 限 ( 如 图 1.12).， 在 每 个 卦 限 内 ， 点 的 坐标 的 符号 是 不 变 的 
(如 表 1 -1)， 


将 右手 四 指 (拇指 除外 ) 从 * 轴 方 向 弯 向 y 轴 方 向 (转角 小 于 站 ) ， 如 
果 拇 指 所 指 的 方向 与 z 轴 方向 在 Oxy 平面 同 侧 ， 则 称 此 坐标 系 为 右手 坐 
标 系 ， 简 称 右手 系 ; 否则 ， 称 为 左手 坐标 系 ， 简 称 左手 系 (如 图 1. 13) 
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图 1.13 


定义 2.3 如 果 ej，e, ，e; 两 两 垂直 ， 并 且 它 们 都 是 单位 向 量 ， 
则 [ojel,e,ei] 称 为 一 个 直角 标 架 或 直角 坐标 系 . 

若 el,e: ,6 两 两 垂直 ， 则 它们 一 定 不 共 面 ， 因 此 直角 标 架 是 特 
殊 的 仿 射 标 架 . 

点 (或 向 量 ) 在 直角 坐标 系 中 的 坐标 称 为 它 的 直角 坐标 ， 在 仿 射 
坐标 系 中 的 坐标 称 为 它 的 仿 射 坐标 . 

类 似 地 ， 可 讨论 平面 上 的 仿 射 坐标 系 和 直角 坐标 系 . 

运用 几何 空间 的 线性 结构 ， 可 以 解决 三 点 共 线 、 线 段 的 定 比分 
点 和 三 线 共 点 等 问题 


2.2 用 坐标 做 向 量 的 线性 运算 


取 定 仿 射 标 架 [0jo ,中 , 力 ]， 设 e 的 坐标 是 (aas ,as) 7 的 
坐标 是 (总 ,2 ,2 ) ， 则 
4&+D= (adgi +ad +a)+(Od TD +D0) 
= (ai+b)d+(oa+b)d +(a +D)0. 
所 以 at+z2 的 坐标 是 (a + ba +bas+ 有 5) 这 说 明 ， 向量 和 的 坐 
标 等 于 对 应 坐标 的 和 . 
对 于 任意 实数 入 ， 有 
AZ=A(COGI +ad +adi) 
= (Acal)dg + (Ma )0 + (Mas)a， 
所 以 Aa 的 坐标 是 (Ac ,Aas ,Ac ) ， 这 说 明 ，c 乘 以 实数 入 ， 则 它 的 
坐标 就 都 乘 上 同一 个 实数 人. 
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由 上 述 得 : a - 的 坐标 是 (o - 瑟 ，w - 玉 ，om 一 号) 

定理 2.2 向量 的 坐标 等 于 其 终点 坐标 减 去 其 起 点 坐标 . 

证 明 “对 于 向 量 嫩 , 设 4，B 的 坐标 分 别 是 (xs ,yi ,aa ) 7， 
(2 , 刀 , 和 )7， 它们 也 分 别 是 殉 ，0 户 的 坐标 .因为 十 = 0- 0， 
所 以 馈 的 坐标 是 (2 -2 ,7 -7 二) 

点 歼 的 坐标 是 它 的 定位 向 量 6 收 的 坐标 ; 向 量 的 坐标 等 于 其 终点 坐标 
减 去 其 起 点 坐标 ， 这 两 句 话 表 明了 点 的 坐标 与 向 量 的 坐标 之 间 的 关系 


2.3 三 点 (或 两 向 量 ) 共 线 的 条 件 


命题 2.1 设 平面 上 两 个 向 量 g，2 的 坐标 分 别 为 (oo ) ， 
(5 , 思 ) ， 则 “与 尺 共 线 的 充分 必要 条 件 是 


al 


aa 0， 
证 明 必要 性 设 a 与 刁 共 线 . 若 a 关 0， 则 存在 实数 ， 使 得 
D =Ax， 从 而 六 =Aal，b =Aa， 于 是 


旺 ， = clb -ap = al(Aa) -a(Aai)= 0. 
若 &=0， 则 
ai 0 已 
| 
充分 性 及 | =a 六 -ai =0. 若 es0， 则 不 妨 设 w 关 
2 2 


2 2 
0. 于 是 有 02 = 二 又 有 2 到 因此 妈 二 从 而 六 与 人 共 线 . 


若 a=0, 则 2 与 4 共 线 . 口 
命题 2.2 在 三 个 点 4，B，C 所 在 的 平面 上 取 一 个 仿 射 标 架 
[oj ,dj,， 设 4,，B3，C 的 坐标 分 别 是 
(xyi)7， (xm 加 ) 7 ， (za 加) ， 
则 三 点 4，B，C 共 线 的 充分 必要 条 件 是 
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三 点 4,B,C 共 线 
< 一 吟 与 5 及 共 线 
MX1 一 3%3 X2? 一 X%3 3 
和 一 MX%3 MX2 一 X3 
0 人 
0 0 1 
%1 X2 MX3 
= | 力 入 | 
1 1 1 
其 中 最 后 一 个 等 号 由 3 阶 行列 式 的 第 3 列 分 别 加 到 第 1 列 和 第 2 列 
上 ， 行 列 式 的 值 不 变 而 得 到 ， 问 


命题 2.3 设 两 向 量 &,，2 在 空间 仿 射 标 架 [0;a ,@ , ] 中 的 坐标 
分 别 是 (al ,as ,as ) ， (Di ,6 ,03) ， 则 a 与 2 共 线 的 充分 必要 条 件 是 


CD， a1 0， aa 2D， 


= 0. (2.1) 


ca 0 aa 03 a3 03 
证 明 必要 性 设 e 与 共 线 . 假如 &C=0， 则 (2.1) 式 显然 成 

立 ， 下 面 设 ae 关 0， 于 是 有 实数 上 5， 使 得 8 = pe， 所 以 

六 = pa =1,2,3， 


从 而 


a 0 a Ka， 
同 理 ，(2. 1) 式 中 的 其 余 两 个 行列 式 也 为 零 . 
充分 性 ” 设 (2.1) 式 成 立 ， 如 果 &, 2 中 有 一 个 为 0， 则 结论 显然 成 


立 . 下 面 设 < 关 0，2 关 0， 不 妨 设 w <0 (oa 关 0 或 os <0 的 情况 可 类 似 讨 
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论 ). 令 有 = 一 ， 则 2 = Fa， 从 而 


荆 


Ca Di 
0 = = CD - aojai. 
ca 02 
于 是 5 = ka， 因为 
ca 人 
0 = = Ci10 -afai， 
aa 03 


所 以 0 = fa. 于 是 有 
(0 52 ,203 ) (pai ;Fas ,Kas ) ， 
从 而 得 妈 = ie 因此 ea 与 冯 共 线 . 口 


2.4 线段 的 定 比 分 点 


对 于 线段 4B8(4<B) ， 如 果 点 C 满足 1 = 访 ， 则 称 点 C 分 线 
段 4B 成 定 比 ， 当 和 >0 时 ，1 思 与 厂 同 向 ,点 C 是 线段 48 内 部 
的 点 ， 称 C 为 内 分 点 ; 当 <0 时 ， 驼 与 态 反 向 ，C 是 线段 48 外 
部 的 点 ， 称 5C 为 外 分 点 ; 当 和 =0 时 ， 点 C 与 点 4 重合， 假如 和 = -1， 

一 一 一 一 一 一 > 
则 得 4C = -CB， 即 48 =0， 了 矛盾， 所 以 人 关 -1. 

命题 24 设 4，B 的 坐标 分 别 是 (2 ys) ，(2 772)7， 则 
分 线段 48 成 定 比 A(As -1) 的 分 点 C 的 坐标 是 
X%1 十 入 Xa yi 十 人 7 2 十 作 2o 
5 

工 十 从 1 十 从 1 十 从 
证 明 设 点 C 的 坐标 是 (*,y,z)7，4C =A C 肪 用 坐标 写 出 就 是 


的 


(2.2) 


yY-y=A(y 一 7)， 


2 一 2 = 人 (z 一 2z). 


X%1 十 作 %a yi 十 Ay2 Zi1 士 人 za 
ae 1 " 

工 十 从 工 士 从 工 十 从 
推论 2. 工 设 4， 如 的 坐标 分 别 为 (zx ,yz ) ， (xs 7 力 2) 则 


线段 48 的 中 点 的 坐标 为 
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Xi 十 X%2 7 二 2 Z1 十 22 


一 二 ， zz = 本 器 


2 2 

例 2.1 人 
中 点 的 连 线 交 于 一 点 

证 明 人 
4D，BC，CD，DB 的 中 点 分 别 是 B，C'， 
刀 了 卫 , 下，C (如 图 1.14). 

取 仿 射 标 架 [4; 合 ,4C, 贸 ] ， 则 各 
点 坐标 分 别 为 4(0,0,0)7，B(1,0;0)7， 


了 
人 5 丽人 图 114 


2 人 1 1 1 了 
c(0 五:0] .21 [0.0,] ,五 中 ,80 二 二 | :6( 瑟 ,0 本 | 。 
设 刀 下 与 刀 ' M(x,y,z) ， 并 设 
一 -一 一 一 一 一 一 
7 77 万 及 = 7 ME， 


则 允 的 坐标 为 
1 1 1 
人 人 本 本 
于 下 TS 
1 1 
有 0 
1 + 
5 二 
解 得 !=1，K = 1， 从 而 W 的 坐标 为 | 于， ,二 ， 这 | 
一 人 一 一 1 了 1 下 -Te 
了 上 人 从 讶 > 
CC，5 大 的 储 标 分 别 为 | 于 ，- 王 ,到 | ，[ 天, 到, 于] ， 由 于 
工 工 上 工 _ 工 上 
2 2 4 2 
“ = 0， = 0， = 0， 
| 二 上 工 上 工 
2 4 2 .4 2 4 


因此 根据 命题 2. 3 得 CC 与 G 礁 共 线 , 于 是 点 下 在 CC 上 ， 从 而 
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盏 下 万 过，CC 交 于 一 点 及 . 口 ] 

注 “此 题 在 写 出 各 点 坐标 后 ， 也 可 以 先 求 出 各 连 线 的 中 点 坐标 
BF 的 中 点 坐标 为 [于 , 寺 ,于 】 ， 了 下 的 中 点 坐标 为 { 卫 ,于 ,村 ] ， 
C.G 的 中 点 储 标 为 (于 ,于 ,于 ， 这 说 明 点 1( 了 ,于 ,于 | 是 下， 


也 五 ，C6 的 公共 点 ， 从 而 得 证 . 
在 用 业 祭 估 储 认同 时 向 一生 要 注 
意 针 对 问题 的 特点 选取 合适 的 坐标 系 . 
命题 2.2 可 以 用 来 解决 平面 上 三 点 
共 线 的 判定 问题 . 
例 2.2( 门 内 劳 斯 (Menelaus) 定理 ) 
设 点 已 ，0O,， 尽 分别 分 A4BC 的 边 4B， 
BC，C4 成 定 比 入 ，A，>z， 如 图 1.15 所 


示 ， 证 明 : 


三 点 忆 ，@， 丸 共 线 年 AM = 一 1. 
证 明 ” 取 平 面 仿 射 标 架 [4;4 肪 ,4C] ， 点 4，B，C 的 坐标 分 别 为 
(0,0) 7 ， (1;0)7， (0,1)7 
根据 命题 2.4， 点 忆 ，0,，R 的 坐标 分 别 为 


T 
导 二 9 ， 上， (0 计 悦 。 
根据 命题 2.2， 有 


三 点 忆 ,0,R 共 线 
从 工 


0 
工 +A 人 了 工 + 人 
1 + 人 工 +z 
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从 1 0 
三 。 0 工 
(1L+A)CL+A)(CL+z) 人 
1T+A 1T+ 凡 工 + 了 7 
了 AHDZ 十 工 
(1+A)(L1+A)CL+z) 
和 人 AZ = -| D 
三 线 共 点 的 问题 可 以 转化 为 三 点 共 线 的 问题 . 


例 2.3( 切 瓦 ( Ceya) 定 理 ) 设 点 已 0@, 尺 分 别 内 分 A4BC 的 边 
48，BC，C4 成 定 比 人, 人 ，7， 如 图 1.16 所 示 ， 证明: 
三 线 40，BR，CP 共 点 生 全 AD = | 


证 明 “ 取 平 面 仿 射 标 架 [4; 大 ,42],， 点 4，B，C 的 坐标 分 别 为 
(0,0)7，(1;0)7，(0,1)75 点 已 0，R 的 坐标 分 别 为 


从 [ 站 T 
0 ， 二 人 | ， (o | 
设 40 与 BR 相交 于 点 M(x,y) ， 且 点 开 分 别 分 线段 40，BR 成 定 比 
5，7!， 则 


I 风 1 

1 一 一 7 
1 十 几 工 T 十 zy 
+ 于 + 1 +7 


将 上 述 两 个 式 子 相 除 | 即 考虑 了 得 
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工 _ 工 士 z 
站 
于 是 1=A(1+zZ)， 因此 
帮 ] 芭 凡 
1+MACL+zZ)， 7 人 0 


由 于 凡 >0,， >>0， 因 此 1+A(L1+z)s 关 0， 从 而 
三 线 40 ,BR,CP 共 点 
和 全 三 点 C,M,P 共 线 


1 从 
1+HMLT+zZ) 1 工 + 从 | 
一 下 十 AD 
< 和 > 0 = 让 
LO 1 1 1 
0 本 +A)LL+AL+z)] 
1 工 | 
和 人 AD = 1. 必 


利用 三 线 共 点 的 判定 定理 ( 切 瓦 定理 ) 可 以 简捷 地 证 明 三 角形 三 
条 中 线 相 交 于 一 点 . 证明 留 给 读者 ， 作 为 本 节 习 题 的 第 11 题 . 


习 题 12 


1. 在 一 个 仿 射 坐 标 系 中 画 出 下 列 各 点 : 
P(1,3,4) ，0(-1,1,3)7，M(-1, -2，-3)7. 
给 定 直 角 坐 标 系 ， 设 点 下 的 坐标 为 (*,y,z) ， 求 它 分 别 对 于 
Oxy 平面 ，x 轴 和 原点 的 对 称 点 的 坐标 . 
3. 设 平 行 四 边 形 48CD 的 对 角 线 交 于 点 到， 且 有 
J7 - 子 殉 ， CC - 去 克 


取 仿 射 标 架 [L4; 合 , 奶 ] ， 求 点 下 ，P， 0 的 坐标 以 及 向 量 0 的 坐标 . 
4. 对 于 平行 四 边 形 4BCD， 求 4，D， 1 全 ， 天 在 仿 射 标 架 
[c;4C, 瑟 ] 中 的 坐标 . 
5. 设 4BCDFEP 为 正六 边 形 ， 求 各 顶点 以 及 向 量 项， 有 殉 在 仿 身 
标 架 [43;4,4 肪 ] 中 坐标 . 
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6. 已 知 0 =d，0 访 = 加，0C6 =d 是 以 原点 0 为 顶点 的 平行 六 
面体 的 三 条 棱 ， 求 此 平行 六 面体 过 点 0 的 对 角 线 与 平面 4BC 的 交点 
玉 在 仿 射 标 架 [03;4 ,0 ,ad ] 中 的 坐标 . 

7. 设 向 量 <&，28， ec 的 坐标 分 别 是 (1,5,2) 7 ，(0,， -3,4) 7， 
(-2,3, -1) ， 求 下 列 向 量 的 坐标 : 

(1) 2c -+ci (2) -3c +25 +4c. 

8. 已 知 平行 四 边 形 48CD 中 顶点 4，B，5C 的 坐标 分 别 为 (1,0,2) ， 
(0,3, -1) ，(2, -1,3)， 求 点 忆 和 对 角 线 交 点 1 的 坐标 . 

9. 下 列 各 组 的 三 个 向 量 &,， 8， 是 否 共 面 ? 能 否 将 e 表示 成 c， 
2 的 线性 组 合 ?” 若 能 表示 ， 则 写 出 表示 式 . 

(1) ce(5,2,1)7，B5(-1,4,2) 7，c(-1, -1;5)7; 

(2) gc(6,4,2) 7 ，D5(-9;,6,3)7，c(-3;,6;,3) ; 

(3) ec(1,2, -3) ，D5(-2,， -4,6)7，c(1;,0,5)7. 

10. 设 点 C 分 线段 48 成 5:2， 点 4 的 坐标 为 (3,7,4) ,点 C 的 
坐标 为 (8,2,3) ， 求 点 刀 的 坐标 . 

11. 用 切 瓦 定理 证 明 : A4BC 的 三 条 中 线 交 于 一 点 . 若 点 4，B， 
C 的 坐标 分 别 为 (zy7z (722) (xz 2)， 求 A4BC 
的 重心 的 坐标 . 

12. 证 明 : 三 角形 的 三 条 角 平 分 线 相 交 于 一 点 . 


$3 向 量 的 内 积 


有 关 长 度 、 角 度 、 垂 直 等 的 度量 问题 如 何 利 用 向 量 来 解决 ? 从 
力学 中 知道 ， 若 力 正 使 质点 4 位 移 $， 则 书 做 的 功 歼 为 
克 =| 瑟 |1S|=| 已 118|cosa， 
其 中 下 是 互 沿 $ 方 向 的 分 力 ，w 是 下 与 3 的 夹 角 开 
(如 图 1.17)， 在 求 功 罗 的 式 子 里 出 现 了 向 量 的 长 | 
度 、 两 向 量 的 夹 角 .从 这 一 物理 背景 受到 局 发， 为 一 二 一 一 
了 解决 有 关 长 度 、 角 度 的 问题 ， 需 要 考虑 类 似 于 功 
称 那 样 的 数量 ， 它 是 由 向 量 忆 和 3$ 确定 的 .由 于 求 


1. 17 
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功 丈 的 第 一 步 是 求 分 力 媚 ， 所 以 先 来 考虑 类 似 于 分 力 怒 那样 的 
向 量 . 

3.1 射影 和 分 量 

几何 空间 了 了 中， 给 了 一 个 单位 向 量 e， 过 点 0 作 直 线 !， 其 方向 
向 量 为 e; 过 点 0 作 一 个 平面 与 ! 垂 直 ， 在 平面 7 上 取 两 个 互相 
垂直 的 单位 向 量 el ，e: ， 如 图 1.18 所 示 ， 则 [0ie,e,e] 是 几何 空 
间 了 的 一 个 直角 坐标 系 ， 于 是 ， 任 给 向 量 &， 它 可 以 唯一 地 分 解 成 

Q& = %el+yes+2ze = 0 +GI， (3.1) 


其 中 ec，= *el +ye, ，C& = ze. 


可 见 as Le，wi 与 e 共 线 ， 我们 把 w 称 为 ea 在 方向 e 上 的 内 射 
影 (也 称 w 是 ea 在 方向 向 量 为 e 的 轴 ! 上 的 正 投影 ) ， 记 作 丈 (c); 
把 wa 称 为 & 沿 方向 e 下 的 外 射影 . 
命题 3.1 对 于 几何 空间 中 任意 向 量 &，28 ， 任 意 实 数 A， 有 
多 (aa+D) =2 玫 (Za) +2G(D)， 《3.2) 
2 玖 (AZ) = 22(c). (3.3) 
证 明 设 e=ai+w， 其 中 必 与 e 共 线 ，a Le， 又 设 忆 =8 + 
2 ， 其 中 已 与 e 共 线 ，2 上 e， 则 
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4+P= (ar+a)+(B +D)= (ol+D) +T(c +D). 
由 于 ea ， 有 都 与 e 共 线 ， 因 此 (ea + 及) 与 e 共 线 因为 mL 上 e， 记 Le， 
所 以 wm ，2 都 在 过 点 0 与 直线 ! (其 方向 向 量 为 e) 垂 直 的 平面 r 内， 
从 而 w +2 也 在 平面 7 内 .于 是 (ce, + 刀 ) 上 Le， 因此 w, +8 是 w+ 
在 方向 e 上 的 内 射影 ， 从 而 
22(a+D)=a+p=2 玫 (ec)+ 玫 (5). 
由 于 AZ =Aar+Aa ， 且 Aai 与 e 共 线 ，(Aa,) Le， 因 此 
2 殉 (AC) = Ada = 422(C). 口 ] 
由 于 a 在 方向 。 上 的 内 射影 we, 与 e 共 线 ， 因 此 存在 唯一 的 实数 
人 内， 使 得 w =Ne， 把 这 个 实数 称 为 & 在 方向 e 上 的 分 量 ， 记 作 
JI.(c ). 
命题 3.2 ” 玫 何 空间 中 任 一 向 量 ea 在 方向 e 上 的 分 量 为 
H.(c)= |c|cos(eey， (3.4) 
其 中 (ae 表示 向 量 a 与 e 之 间 的 夹 角 . 
证 明 用 风 表 示 He(a)， 则 w =Ae， 于 是 |w | = |， 
情形 1 w 与 e 同 向 ， 如 图 1.18 所 示 , 则 人 >0， 且 0<(e,e》< 


人 
2 ， 从 而 


内 = jal|l=|alcos(e,ey》. 


情形 2 4 与 6 反 向 ， 则 人 <0. 此 时 村 <《a,e)<T， 从 而 


-人 =|ol=lelcos(mr-(aie))=-|alcos(eyey， 
因此 
人 = |c|cos(a,e)， 
情形 3 al =0.、 此 时 人 =0， 且 xcLe， 于 是 仍 有 
人 = |c|cos(aye》. 口 


从 内 射影 和 分 量 的 定义 立即 得 到 
命题 3.3 ”对 几何 空间 中 任 一 向 量 &， 有 

纪 (a) = Jo(c)e. 口 
从 命题 3. 1， 命题 3. 2 和 命题 3. 3 可 得 出 
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命题 3.4 对 于 几何 空间 中 任意 向 量 &，8， 有 
ICe+D) =I(a) +I.(2)， (3.5) 
ICAe) = AI(Z)，A》E 妈 . (3.6) 
证 明 由 于 
吃 (a +D) = 狗 (e) + 于 (8 ， 殉 (e+D) = 了 (e+D)e， 
因此 
HI.(c +p5)e= JIo(c)e+Ie(D)e = (Ho(c) + 了 (2))e， 
从 而 
I.(e +5)= II.(c) +I 工 .(). 
由 于 多 (AMe) =》 儿 (ea)， 胸 (AMa) = 了 (AZ)e， 因 此 
HI. (Ac)e = AI(CZ)e， 
从 而 
HI.(Aa)= AH。(a). 口 


3.2 向 量 的 内 积 的 定义 和 性 质 
类 似 于 功 那样 的 数量 ， 我 们 引进 向 量 的 内 积 的 概念 . 
定义 3.1 两 个 向 量 e 与 到 的 内 积 ( 记 作 .2) 规 定 为 一 个 实数 : 
4 .5:= |c||2|cos(e ,8)》. (3.7) 
车“ 与 六 中 有 一 个 为 0， 则 a:5:= 0. 
若 2s<0， 则 由 (3.4) 式 和 (3.7) 式 得 
4a:B8= (Ho(e))|2|. (3.8) 
(3.8) 式 表明 了 向 量 的 内 积 与 分 量 的 关系 . 
由 (3.7) 式 可 得 
[el = We ea， (3.9) 
cos(a,8) = 2， ss0 50. (3. 10) 
(3.9) 式 和 (3. 10) 式 表明 ， 可 以 利用 向 量 的 内 积 来 解决 有 关 长 
度 和 角度 的 问题 . 
由 定义 3.1 可 得 到 : &J15 的 充分 必要 条 件 是 < .2 =0. 
定理 3.1 对 于 任意 向 量 e, 8，c， 任 意 实数 入 ， 有 
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(1) ea .83=5 .2 (对 称 性 ) ; 
(2) (Ac) .8=A(z 5)( 线 性 性 之 一 ) ; 
(3) (ea+c) .5=a Dr+c:8( 线 性 性 之 二 ); 
(4) & .4>0， 等 号 成 立 当 且 仅 当 e =0 (正定 性 )， 
证 明 由 定义 3.1 立即 得 到 
QZ 5 =D. 04. 
由 (3.8) 式 ，(3.6) 式 和 (3.5) 式 得 
(Ac) 2 = Jo(Ae)12|1= AHo(e)|5=ACa.D)， 
(+c) :3=Ioc+c)I5l=(Io(e)+IHo(c)) | 
=C.D+C:D. 
由 定义 3.1 立 即 得 到 : 若 cs<0, 则 ec.a= lc|l:>0; 车 ea=0， 
则 ac. ec=0. 口 
由 内 积 的 对 称 性 和 线性 性 还 可 得 到 
CC (AD)=A(ZCD)， 
QQ. (D+c)=a.D+C.c. 
例 3.1 证 明 : 三 角形 的 三 条 高 线 交 于 一 点 . 
证 明 设 A4BC 的 两 条 高 线 B 有 ，CPF 交 于 点 ， 连 接 4W( 如 图 
1.19)， 因 为 BE 4C， 所 以 了 .=-0， 即 


一 一 一 一 一 芭 
(41N -4B) .4C = 0， 。 
亦 即 

家 他 订 妾 

4M .4C6 = 4 .4C. 

因为 CRL4B， 所 以 6 性 . 镶 =0， 从 而 得 2 方 AMC 

六 人 人 少 

41M .4B8 = 4C6.48. 1 19 


于 是 有 4 疏 .4E-= 铭 . 驴 即 得 夏 . 琵 -0 

这 表明 4M BC， 延长 4W 与 BC 交 于 刀 ， 则 4D 为 BC 边 上 的 高 ， 所 

以 A48C 的 三 条 高 线 交 于 一 点 肛 . 口 
3.3 用 坐标 计算 向 量 的 内 积 


首先 取 一 个 仿 射 标 架 [10;d ,中 , 力 ]， 设 <,，2 的 坐标 分 别 是 
(ai ,aa ,as )  ， (Di 20 03) ， 则 
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& .38=(adi+ad +oas 有 ) (DG +pD2do + 00 ) 
= ad dt+abd dt+apbd 

+ abid di +oopb 友 二 ab0 

+ abd id +ab 太 +as00 0 (311 
可 见 ， 只 要 知道 基 向 量 届 ， 咏 ，d 之 间 的 内 积 (9 个 数 ， 实 质 上 只 有 
6 个 数 ) 就 可 以 求 出 任意 两 个 向 量 的 内 积 . 这 9 个 数 称 为 仿 射 标 
[0;d ,ad ,4 ] 的 度量 参数 . 

现在 设 [ 0;el ,ex,e;] 是 直角 标 架 ， 则 有 


eel=|le| =1，6ej=0，ps/ 
于 是 由 (3. 11) 式 得 到 
CD = ap +aabg + aspb3. (3. 12 ) 
因此 有 
定理 3.2， 在 直角 坐标 系 中 ， 两 个 向 量 的 内 积 等 于 它们 的 对 应 坐 
标的 乘积 之 和 ， 回 


由 定理 3.2 即 知 ， 向 量 c(c ,aa,as) 的 长 度 为 
|le| =Wa t+@+@， (3. 13) 
两 点 4(2 ,7 和 )7，B(z ,72) 之 间 的 距离 为 
| 研 | = V( 富 二 交 三 +(- 加 + (二 -2 (3.14) 
注意 (3.12) ，(3.13) ，(3. 14) 三 个 式 子 只 在 直角 坐标 系 中 才 成 立 , 
3.4 方向 角 和 方向 余 苞 


在 吉 角 坐标 系 中 ， 还 可 以 用 向 量 4 与 基 向 量 的 内 积 来 计算 4 的 
坐标 ， 设 e 在 直角 标 架 [ 0;ei,e:,e;] 中 的 坐标 为 (cl ,az ,as ) ， 则 有 
CQ = aiel + aaze。 十 0363. 


上 式 两 边 用 e, 作 内 积 ， 得 


QG，e6| = Qi. 
同 理 可 得 
Ce=a，C: 6i= 03. 


这 说 明 向 量 a 与 基 向 量 e 的 内 积 就 是 a 的 第 7 (7 =1,2,3) 个 直角 
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坐标 ， 
特别 地 ， 单 位 向 量 “ 的 直角 坐标 为 
X =& .el = cos(o,el)= cos(a,el)， 
yy =&.，e =cos(&e)， 
z = @.e; = cos(ae;)， 

我 们 把 一 个 向 量 ea 与 直角 标 架 中 的 基 向 量 el ，e ，e; 所 成 的 角 
a，B，7y 称 为 方向 ad 的 方向 角 ， 把 方向 角 的 余弦 cosa，cos9，cosy 
称 为 方向 x 的 方向 余弦 由 上 述 知 ，e 的 方向 余弦 就 等 于 单位 向 量 
的 直角 坐标 ， 从 而 有 


cos'*a + cos"B + cos?y = 1. (3. 15 ) 


习 题 1.3 


1. 已 知 |le|=3,1281=2， 《ea,8)》= 二， 求 3e+25 与 2a-52 的 


内 积 . 
2. 设 048C 是 一 个 四 面体 , | 04|=|081=2,|0C|=1，7240B 


= 上 40C= 了 了， 4B0C = 五 ， 已 是 48 的 中 点 ， 政 是 A4BC 的 重心 ， 


求 |0P| ,|0M| 和 (08,0 碎 ). 
3. 证 明 下 列 各 对 向 量 互相 垂直 : 
(1) 直角 坐标 分 别 为 (3,2,1) ”和 (2,-3,0) 的 两 个 向 量 ; 
(2) ac(D.c)-p(a ec) 与 ec. 
4. 证 明 : 太 .本 + 了 天. 态 +: 丰 .天 -0. 
5. 证 明 : 对 任意 向 量 <&，2D， 都 有 
|c+5l +le-5l ”=2lcl2+2125|2 
当 ea 与 五 不 共 线 时 ， 说 明 此 等 式 的 几何 意义 . 
6. 下 列 等 式 是 否 正确 ? 
(1) |ele=a， ai (2) CCC 2D)=( 和 ac)Di 


@ 向 量 e 所 表示 的 方向 简称 为 方向 4&. 
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(3) (ac.D) =(a 2)(D 5);i (4) (ec.D)c=a(5.c). 

7. 在 直角 坐标 系 中 ,已 知 w&，28，e 的 坐标 分 别 为 (3,5,7) ， 
(0,4,3) 和 (-1,2,-4) ， 设 

2 =-3ac+4D-c，2o=25+c， 

求 z |zzl ,|zl 和 (zz). 

8. 已 知 A4BC 的 顶点 4，B，C 的 直角 坐标 分 别 为 (2,5,0) ， 
(11,3,8) ，(5,11,12) ， 求 各 边 和 各 中 线 的 长 度 . 

9. 已 知 A4BC 的 顶点 4，B，C 的 直角 坐标 分 别 为 (2,4,3) ”， 
(4,1;9) ，(10,-1;,6) ,证 明 :， A48C 是 直角 三 角形 . 

10. 证 明 : 三 角形 三 条 中 线 的 长 度 的 平方 和 等 于 三 边 长 度 的 平方 


11. 证 明 : 三 角形 三 边 的 垂直 平分 线 交 于 一 点 . 

12. 证 明 : 如 果 一 个 四 面体 有 两 对 对 楼 互相 垂直 ， 则 第 三 对 对 楼 
也 必 生 直 ， 并 且 三 对 对 棱 的 长 度 的 平方 和 相等 

13. 设 向 量 wa 的 直角 坐标 为 (1,2,-2) ， 求 方向 e 的 方向 角 和 方 
向 余 艾 . 

14. 判断 下 述 推 斯 是 否 正确 : 若 c…ec=BD .cc， 且 cs<0， 则 

& = 卫 . 
15. 证 明 : 设 三 个 向 量 &，28，2 不 共 面 ， 如 果 向 量 z 满足 


ZX.CC=0，xY.D=0，x:…c=0， 


则 x=0. 

16. 证 明 : 三 向 量 &,，28，c 共 面 的 充分 必要 条 件 是 
4.0 CD 40:c 
六 . 


C。 


RS 
SS 
局 
S“ 
人 


只 
人 
四 
已 
C 


$4 回 量 的 外 积 


从 力学 中 知道 ， 作 用 在 点 A 上 的 力 下 关于 支点 0 (如 图 1.20) 
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的 力矩 M 的 大 小 为 加 
| 有 | = | 局 110o4|=| 下 |104|sin( 下 ,04》， 和 1 
力矩 N 的 方向 为 : 让 右手 四 指 从 04 弯 向 下 汪 
(转角 小 于 站 ) ， 则 拇指 的 指向 即 M 的 方向 ， 本 而 天 
节 我 们 来 研究 类 似 于 由 殉 和 下 求 力矩 私 这样 
的 向 量 运算 . 


4.1 向 量 的 外 积 的 定义 


定义 4.1 两 个 向 量 a 与 如 的 外 积 ( 记 作 ea x28) 仍 是 一 个 向 量 ， 

它 的 长 度 规 定 为 
|ex2l:=lacll2lsin(e 2， (4.1) 

且 当 | wa x| 送 0 时 ， 它 的 方向 规定 为 : 与 c, 均 重 直 ， 并 且 使 
(2a,2 ,4 xz8) 成 右手 系 ， 即 当 右 手 四 指 从 e 弯 向 六 (转角 小 于 克 ) 时 ， 
拇指 的 指向 就 是 ax2 的 方向 . 

如 果 a, 中 有 一 个 为 0， 则 a xz = 0. 

由 定义 立即 看 出 ，& x5 =0 的 充分 必要 条 件 是 e 与 刀 共 线 ， 因 此 
要 特别 注意 : 若 a xz =0， 不 能 断定 &，2 中 必 有 一 个 为 0， 这 是 与 
数 的 乘法 很 不 一 样 的 地 方 . 


4.2 商量 的 外 积 的 几何 意义 ， 平 面 的 定向 


外 积 的 几何 意义 : 当 e 与 六 不 共 线 时 ， 从 (4.1) 式 看 出 ,| e xz | 
表示 以 4，2 为 邻 边 的 平行 四 边 形 的 面积 ， 为 了 说 明 e xz 的 方向 的 
几何 意义 ， 我 们 需要 先 给 出 所 谓 的 平面 的 定向 的 概念 . 

平面 的 定向 ， 就 是 平面 上 的 旋转 方向 ， 在 平面 几何 中 ， 常 用 * 道 
时 镍 方向 "与 “ 顺 时 针 方 向 "来 描述 平面 上 的 两 个 旋转 方向 ， 对 于 放 
在 三 维 空间 中 的 平面 ， 这 种 说 法 不 足以 描述 平面 上 的 旋转 方向 ， 从 
这 一 侧 看 来 是 逆 时 针 的 旋转 方向 ， 从 另 一 侧 看 就 成 了 顺 时 针 的 ， 因 
此 通常 用 另 一 种 方法 来 描述 . 

给 了 平面 re 上 的 一 对 不 共 线 向 量 ， 如 果 规 定 了 它们 的 先后 顺 
序 ， 则 从 第 一 个 向 量 到 第 二 个 向 量 的 转角 小 于 的 旋转 方向 就 称 为 
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平面 re 的 一 个 定向 譬如， 设 ce ，z 不 共 线 ， 如 果 规 定 先 ee 后 加 
的 顺序 ， 则 从 wm 到 和 的 转角 小 于 工 的 旋转 方向 是 平面 re 的 一 个 定 
向 ， 如 图 1. 21 所 示 . 但 是 ， 如 果 规 定 先 2o 后 we 的 顺序 ， 则 从 go 到 
we 的 转角 小 于 的 旋转 方向 是 平面 re 的 另 一 个 定向 ， 它 与 前 述 定 
向 相反 ， 如 图 1. 22 所 示 . 


图 1.21 图 1.22 


平面 的 两 个 定向 ， 也 可 以 用 平面 的 两 侧 来 代表 : 如 果 右 手 四 指 
党 平面 上 取 定 的 旋转 方向 弯曲 ， 拇 指 必 指 向 平面 的 一 侧 ， 这样 ， 平 
面 的 两 个 定向 就 对 应 于 平面 的 两 侧 ， 而 平面 的 两 侧 又 可 用 垂直 于 该 
平面 的 两 个 方向 (或 单位 向 量 ) 来 刻画 ， 因 此 通常 也 用 垂直 于 平面 的 
方向 来 表示 平面 的 定向 : 设 e, 是 与 平面 re 垂直 的 单位 向 量 ， 如 果 
右手 四 指 从 w 弯 向 go( 转 角 小 于 ) 时 拇指 的 指向 为 el 的 方向 ， 则 
el 表示 的 平面 ro 的 定向 就 是 由 wo 到 go 的 旋转 方向 (转角 小 于 下 )， 
见 图 1.21. 设 单位 向 量 e: 与 e: 方向 相反 ， 则 e, 表示 的 平面 re 的 定 
向 就 是 由 po 到 co 的 旋转 方向 ， 见 图 1. 22. 

现在 来 看 外 积 &xz2 的 方向 的 几何 意义 & xz 的 方向 给 出 了 以 
4a，8 为 邻 边 的 平行 四 边 形 的 边界 的 一 个 环行 方向 ， 即 让 右手 的 拇指 
指向 ax 的 方向 ， 右 手 其余 四 指 的 弯 向 (转角 小 于 站) 就 是 以 <,， 2 
为 邻 边 的 平行 四 边 形 的 边界 环行 方向 ， 对 于 一 个 平行 四 边 形 ， 如 果 
给 它 的 边界 指定 了 一 个 环行 方向 ， 则 称 它 是 定向 平行 四 边 形 ， 因 此 ， 
&x 的 方向 的 几何 意义 就 是 它 给 以 <&，2 为 邻 边 的 平行 四 边 形 确定 
了 一 个 定向 . 

假定 我 们 已 经 用 单位 向 量 e 规定 了 平面 re 的 定向 ， 见 图 1. 23. 
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对 于 平面 re 上 的 定向 平行 四 边 形 ， 可 以 给 它 的 面积 一 个 正 负 号 : 如 
果 它 的 定向 与 re 的 定向 一 致 ， 则 规定 它 的 面积 为 正 的 ; 如 果 不 一 
致 ， 则 规定 它 的 面积 为 负 的 . 这 电 做 定向 平行 四 边 形 的 定向 面积 . 
以 &，28 为 邻 边 并 且 定 向 为 &xz2 的 平行 四 边 形 的 定向 面积 用 (Ca ,2) 表 
示 ， 于 是 ， 当 & xz 与 e 同 向 时 ，(c,5) >0; 当 a xb 与 e 反 向 时 ， 
(&;,3) <0. 又 由 于 |zax8l|l = |(c,2) | ， 因 此 

& xD = (&)D)e. (2 


4.3 向 量 的 外 积 的 运算 规律 


命题 4.1 若 ax<x0,， 则 &xp=&xz， 其 中 已 是 六 沿 方向 ec 下 
的 外 射影 . 
证 明 设 =5+p， 其 中 轧 与 4 共 线 ， 思 La 若 & 与 忆 不 共 
线 ， 则 由 直角 三 角形 的 解法 知 
[| = | 到 | sin(a 2)》， 


于 是 

lc xz5l=|lall2lsin(e;,p7= |cll2|=|cx5|. 
由 图 1.24 易 看 出 ，& x28 与 & xz 的 方向 相同 ， 本 
所 以 


CCXxD=Q&XD，. 
车“ 与 8 共 线 ,， 则 妃 =0， 从 而 
CaCxD=0=4XxpD. 口 


图 1.24 
命题 42 设 e 是 单位 向 量 , 8 上 Le， 则 e xz 等 于 忆 按 右手 螺旋 
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规律 绕 e 旋转 90。 得 到 的 向 量 8 
证 明 因为 |ex8l= |ell2lsnke,p》= | 五 |=| 姑 | ， 又 由 
1.25 看 出 ，e xi 与 志 同 向 ， 所 以 e xD = 玉 . 


豆 


e3 


21 


图 1.25 图 1.26 


推论 4.1 若 [0jel,e:,e;] 为 右手 直角 坐标 系 (如 图 1.26)， 则 有 
el Xea=6， exes =el， 6 Xel = 6 口 
定理 4.1 外 积 适 合 下 列 运 算 规 律 : 对 于 任意 向 量 ,8 ，c 和 任 
(1) axzB= -2xa( 反 交换 律 ) ; 
(2) (AMa) xz=ACaxBD)=ax(AB); 
(3) 4Cx(D+c)=xaxp+axc( 左 分 配 律 ); 
(+c)xa=Dpxa+cxa( 右 分 配 律 ). 
证 明 (1) 由 定义 4.1 立即 得 到 . 
(2) | (Aa) xal =|Aall2lsin(Aa;D2》= | Alzll5lsin(e ,5 
=|Allexbl=|A(axb) | 
当 A>0 时 ，Ae 与 4 同 向 ， 所 以 Ae xz 与 A(axz) 同 向 ， 当 入 <0 
时 ，ACx 玉 与 xz 反 向 ，A(ea xp) 与 wx 反 向 ， 从 而 Ae xz 与 
A(44 xz2) 同 向 ， 因 此 有 
Aa xz = A(a xD). 
4ax(A)=-[(A)xalj= (人 1)[ACxa)] 
= (A)(xa)=(-A)(-axD) 
= (CA)[CI)CZxpb)]=A(CaxD). 
(3) 先 证 左 分 配 律 . 若 a =0， 则 结论 显然 成 立 ， 下 设 cs 0 
因为 
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ax(5+c)= (alc)x(B+c)=|al[e x(8+c)]， 

所 以 只 要 考虑 四 x (8 +c).， 设 = 玉 + 有 其 中 局 与 吧 共 线 ， 
ia 15; 设 e=cl+c， 其 中 c 与 共 线 ，e& 上 ec， 于 是 

+c = (2+c)+( 5 +c). 
根据 命题 3. 1 的 证 明 过 程 ， 得 ( 访 +ci) 与 @ 共 线 ，( 思 +c) 上 ， 
于 是 由 命题 4. 1 得 

lx(5+c) =aox(pD +c)). 
再 由 命题 42 知 ，w" x (加 +c) 等 于 (加 +c) 绕 到 右 旋 90。 得 到 的 向 
量 d， 同 理 ，w x8 =w xz 是 将 及 绕 @ 右 旋 90" 得 到 的 向 量 到 ， 
wxc=w xc 是 将 c: 绕 @ 右 旋 90" 得 到 的 向 量 cj (如 图 1.27)， 因为 
8 ，c ，5 + c， 可 连 成 一 个 三 角形 ， 所 以 由 它们 绕 we 右 旋 90。 得 到 的 
向 量 下，c; ， 殉 也 一 定 可 以 连 成 一 个 三 角形 ， 于 是 妈 =+c， 即 


0 0 0 
& X(D+c)=C Xp +C Xc， 


从 而 得 


ax(5+c)=|lalrcx(8+ce)]=|lclrc x(p +ec)] 
=|al(e xz+C xc) 


=|cl(c xD5+a xc) 


=C&XDp+QXC. 


再 证 右 分 配 律 : 


(+c)xcZ=-CZx(3+c)=-(caCxp+&axc) 
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= (-1)(z xz+CXxc) 
= (-1)(axz5) +(-1)(cxc) 


=-CXDp+(-Zxc) 


= 五 xX&+CcXLC. 口 ] 
4.4 用 坐标 计算 向 量 的 外 积 


先 取 一 个 仿 射 标 架 [0;4 ,4 ,路 ]， 设 向 量 <，28 的 坐标 分 别 是 
(al ao)7，(D 0) 7， 则 
CaxBD= (aa +oaoag +ad)x(od +pDd +bd) 
= (alb -ap)d x+(ab -abs)d xd 
+(apb - ab)d xx 2 (4.3) 
由 此 可 见 ， 只 要 知道 基 向 量 之 间 的 外 积 ， 就 可 求 出 C x2. 
现在 设 [ 0;e,e:,e] 是 右手 直角 标 架 ， 根 据 推论 4.1， 由 (4.3) 
式 得 到 
CCXx2= (ap -ab)el+(asb -apa)e + (aib -azpbi)e3 
al pb 


a2 02 0 


63. (4.4) 


于 是 我 们 有 
定理 4.2 设 ec,， 2 在 右手 直角 坐标 系 中 的 坐标 分 别 为 
(al ,az ,as) ， (0 03 ) ， 
则 ax 的 坐标 为 


al D 


] (4.5) 


ca D， 
从 而 

|a x | = Wap - asp) + (ap -ab) + (ab 一 ob) 
(4.6) 


由 外 积 的 几何 意义 知 ，(4.6) 式 也 是 以 <“，2 为 邻 边 的 平行 四 边 
形 的 面积 公式 . 
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注 (4.4) 式 ，(4.5) 式 和 (4.6) 式 只 在 右手 直角 坐标 系 中 才 成 
立 ， 作为 一 种 记忆 方式 ，(4. 4) 式 可 以 形式 地 写成 
el al pb 
ZXxD= |e oa pb|. (4.7) 


ea 0 
4.5 二 重 外 积 


向 量 的 外 积 是 否 满足 结合 律 ? 首先 让 我 们 来 探索 & x (2 xc) 等 
于 什么 ? 设 ，e 不 共 线 ， 从 外 积 的 定义 知 , 2 xe 垂直 于 由 冯 ，c 确 
定 的 一 个 平面 7 又 由 于 &x(5 xc) 与 xc 垂直 ， 因 此 wax(Dxc) 
在 平面 六 内 ， 从 而 cx(2xc)=AD+ic， 其 中 力 ， 刀 待定. 
命题 4.3 对 任意 向 量 <a，2，c， 有 
CCx(Dxc)= (ac)D- (ac …5)c. (4.8) 
(4.8) 式 称 为 二 重 外 积 公 式 . 
证 明 取 一 个 右手 直角 坐标 系 ， 设 
Ci&(al aa) (0 0) ，c(cca;cs) 
设 8xe 的 坐标 为 (0 dd) ，ax (xc) 的 坐标 为 ( ,和 ,加 ) ， 由 
(4. 5) 式 得 
有 = wd -ad = aa(pic -bci) -as(pc -Dics) 


= b 四 (ac + asc) -cl(ap +aspbs) 
= De-ac) -ca -cpl) 
= (ac)b-(&.D)c. 
同 理 可 得 
j= (ac)i-(a:D)c，j= (ac)0 -CD)c. 
所 以 


CCx(Dxc)= (ac)D- (ca .5)c. 
由 公式 (4.8) 和 外 积 的 反 交 换 律 可 得 到 
(CaC xp)xc=-cx(cxp)=- (cpD)w+(c' Za)D， 
从 而 在 一 般 情 况 下 ， xx(8 xc)<(&xa) xc， 即 向 量 的 外 积 不 适合 
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结合 律 . 
请 读者 证 明 下 述 的 雅 可 比 (Jacopi) 等 式 : 
ZCx(D3xc)+px(cxa)+cx(axB)=10. (4.9) 
习 题 1.4 


1. 证 明 : |cxzl =|c| | -(e 05 
2. 证 明 : 若 cxB5=cxd zxc=D5xz 则 cc-d 与 5-ec 共 线 ， 
3. 在 右手 直角 坐标 系 中 ， 设 e，2 的 坐标 分 别 是 
(5, -2,1)"， (4;,0,6) ， 
求 gx 和 以 ec， 2 为 邻 边 的 平行 四 边 形 的 面积 . 
4. 在 右手 直角 坐标 系 中 ， 设 <，8 ，e 的 坐标 分 别 是 
(1;0, -1) 7，(1， -2;0) 7， (12,1) ， 
求 (3c +5-c)x(a-D+c). 
5. 证 明 (& -2) x(xa+2) =2(04x25)， 并 且说 明 它 的 几何 意义 . 
6. 证 明 : 和 若 c+B5+c=0， 则 ac xz2=Dxc=cxz 并 且说 明 其 几 


何 意义 . 
7. 证 明 : 三 角形 的 重心 与 三 个 顶点 的 连 线 分 原 三 角形 成 三 个 等 
积 的 三 角形 . 


8. 在 平面 右手 直角 坐标 系 [0ie,ez] 中 ， 设 A4BC 的 三 个 顶点 
4， 下 ,CC 的 坐标 分 别 为 
(xi yi) ， (而 3 入 放 (za ,73 ) ， 
证 明 A4BC 的 面积 为 


并 且说 明正 负 号 的 几何 意义 . 
9. 下 述 推断 是 否 正确 ? 
知 cx&=cxzp， 并且 cs<s0， 则 ca = 刀 . 
10. 设 与 xy 共 线 ， 试 讨论 z 与 了 的 关系 . 
11. 就 下 列 各 种 情形 ， 讨 论 z 与 了 的 关系 ， 其 中 cs0， 且 c，xz， 
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y 都 是 以 定点 0 为 起 点 的 定位 向 量 : 

(1) axZ=C yi 

(2) CCxXz=wXyi 

(3) wa .xX=4 yy，， 且 axxz=CXy 

“12. 设 ax0，0=x， 求 满足 方程 exx = 的 点 尸 的 轨迹 ， 其 
中 所 有 向 量 都 是 以 定点 0 为 起 点 的 定位 向 量 . 

“13. 设 C，D，c 都 不 是 0，r .aa=ns0， YXxD=c， 求 (讨论 各 
种 情况 ) ， 其 中 所 有 向 量 都 是 以 定点 0 为 起 点 的 定位 向 量 . 

14. (1) 已 知 |e| =1，eLr， 将 > 绕 e 右 旋 角 度 6 得 六 ,试用 e， 
六 ，0 表示 六 ; 

(2) 给 定 三 点 0， 4，P，0Ox4, 将 已 绕 04 右 旋 角度 0 得 到 忆 ， 
试用 04，0P，6 表示 OP 


8$5 向 量 的 混合 积 


s.1T 身 量 的 混合 积 的 几何 意义 和 性 质 


如 何 利 用 向 量 来 计算 几何 体 的 体积 ? 由 于 计算 几何 体 的 体积 
可 以 归结 为 计算 平行 六 面体 的 体积 ， 因 此 我 们 来 讨论 平行 六 面体 
4BCD-4'B'CD' (如 图 1.28). 设 奶 =a， 
仍 =5， 4 =e， 则 底面 积 为 | ex | ， 高 册 了 
上 


为 14 入 | ， 其 中 依 是 e 在 方向 (ax5) 下 
的 内 射影 ， 因 此 


1 研 | = 1Heos(e) |， 
从 而 平行 六 面体 的 体积 
7Y= ja xsCc)l C 
= ||ex2l|lHeoos(Ce) | 
= |c'. (axD)| 


=|acxp:ecel|. 


人 人 GX 妆 
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4 xz， ce 称 为 向 量 &, 8，e 的 混合 积 ， 上 述 表 明 , | ex .ec| 表 
示 以 ec, ，e 为 棱 的 平行 六 面体 的 体积 . 若 axD8 .cec>0， 则 夹 和 朋 
《4 xa;c) 为 锐角 ， 由 于 (ac,p,ax2) 构 成 右手 系 ， 于 是 (a,pD，,c) 此 时 
也 构成 右手 系 ， 由 类 似 的 讨论 知 , 若 &xB .ec <0,， 则 (ec,p，,c) 构 成 
左手 系 ， 因此 &x2…e 的 正 负 可 判断 (a,g,ce) 是 右手 系 还 是 左手 系 . 
若 在 平行 六 面体 的 同一 顶点 上 的 三 条 棱 之 间 规 定好 一 个 顺序 (c,p ,ec ) ， 
则 称 这 个 平行 六 面体 的 定向 为 (&,2,c)， 对 于 定向 平行 六 面体 ， 可 以 
给 它 的 体积 一 个 正 负 号 : 如 果 它 的 定向 (ea,D,c) 构 成 右手 系 ， 则 它 的 
体积 规定 为 正 的 ; 如 果 它 的 定向 (a,p,e) 构 成 左手 系 ,， 则 它 的 体积 
规定 为 负 的 .这 叫 作 定向 平行 六 角 面 体 的 定向 体积 ， 于 是 ， 混 合 积 
& xc 表示 了 定向 为 (&,2;c) 的 平行 六 面体 的 定向 体积 . 

由 混合 积 的 几何 意义 立即 得 到 

命题 .1 三 个 向 量 &，28，e 共 面 的 充分 必要 条 件 是 

ZXxBDp.c = 0. 已 ] 
混合 积 有 以 下 两 条 常用 的 性 质 : 


(1) wxp5.c=Dxc': ua=cCxa Di 


(2) C xD .ce=CDXxc. 

证 明 〈1) 因为 jex2' cl,12xc' al,lexc'5| 都 表示 以 
4，D8，2 为 同一 顶点 上 的 三 条 楼 的 平行 六 面体 的 体积 ， 所 以 它们 相 
等 ， 又 因为 若 (&,2 ,ce) 为 右 ( 左 ) 手 系 ， 则 (2,c,a) 和 (ca;8) 均 为 右 
〈 左 ) 手 系 ， 所 以 

CCXxp5c=Dxc:4=cXxua: 5 

(2) CxDp.c=Dxc: ua=a:5xc. 口 

性 质 (2) 说 明 三 个 有 序 向 量 <&, 靖 ，e 的 混合 积 与 x”,“ ”的 
位 置 无 关 ， 因 此 可 把 ge xp …e 记 成 (ca,D,c)， 要 注意 的 是 ，wa .8 xc 
仍然 是 要 先 作 外 积 忆 xc， 后 作 内 积 a， (8 xce) ， 反 之 则 没有 意义 . 


s.2 用 坐标 计算 向 量 的 混合 积 


取 一 个 仿 射 标 架 [0;a ,@ , 厂 ]， 设 向 量 &, 8，e 的 坐标 分 别 为 
(al ,aa ,as3) ， (2 55) ， (6 则 
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CCx2':c=[(cb -ab)a xx 中 +(oap -ab)d xz 
+ (ap - ap)d x 机 (cd Tcad +cz) 
= [(cib -abi)c +(ab -ab)c 

+ (ab -asb)cljad x 刀 dd 

CD 2 1 十 


= | 0 cax 0 《5. 1) 


3 
由 于 中 ， 丰 ， 吃 不 共 面 ， 所 以 di x 吃 ， 忆 关 0. 于 是 得 到 
命题 5.2 任意 取 定 一 个 仿 射 标 架 [0ji4 ,@ ,4 ] ， 设 向 量 <，D ， 
c 的 坐标 分 别 是 (al ,az ,ao ) ，( 六 5 加 (ccc) 7， 则 
al Deci 


人 (5.2) 


QZ xd 03 


口 
定理 5$.1 若 [0j;el,e,e;] 为 右手 直角 标 架 ，&，28，e 的 坐标 分 
别 为 (oa ,as ,as) ， (0 2 53) ， (clycaycs) ， 则 


axB':c= |co beo|. (5.3) 
0 3 
证 明 因为 [0jel,e;,e;] 为 右手 直角 标 架 ， 所 以 el xes =e;， 从 
而 el xez'，es =6 'ei=1. 于 是 由 (5.2) 式 立即 得 到 (5. 3 ) 式 . 加 
定理 5.1 表 明 ， 以 &,， 8，e 为 棱 的 平行 六 面体 的 定向 体积 等 于 
以 这 三 个 向 量 的 右手 直角 坐标 组 成 的 3 阶 行列 式 ， 这 是 3 阶 行列 式 
的 几何 意义 . 


s$.3 三 向 量 (或 四 点 ) 共 面 的 条 件 
定理 .2 设 向 量 a，2，e 的 仿 射 坐 标 分 别 为 


(al ,aa ,as ) ， (5 02 ,5 ) ， 《人 人 5 
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则 e,，5，c 共 面 的 充分 必要 条 件 是 


abc|= 0. 
ap .63 
证 明 由 命题 5.1 和 命题 5. 2 立即 得 到 . 
推论 $.1 设 四 点 4，B3B，C，D 的 仿 射 坐标 分 别 为 
( 
则 4，B38，C,， 共 面 的 充分 必要 条 件 是 


Xi 2 X%3 MX4 


yo ya ya 
5 2 2 04 
1 村 昌 
这 里 我 们 指出 ，4 阶 行列 式 可 以 沿 任意 一 行 (或 一 列 ) 展开 ， 警 
如 上 述 4 阶 行列 式 沿 第 4 行 展开 得 


人 
MXa2 Ma  %4 


1“ 浊 合 人 和 
2 2 53 34 

2 2 
1 1 1 二 


MX Ma 4 
本 二 2 

+ (一 1) “| 和 7 gr 

人 

XT 
4+3 

下 9) 17 7 和 

2 

XI  X%2 3 
寺 + 生 

as 1 和 |， 


2 352 353 
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并 且 4 阶 行列 式 也 具有 类 似 于 2 阶 ，3 阶 行列 式 那样 的 性 质 . 


推论 5.1 的 证 明 4，B，C，D 共 面 也 就 是 殉 ， 基 ,7 隐 共 面 ， 
从 而 充分 必要 条 件 是 
Xi 一 MX Ma 一 MX MX3 一 %4 


和 -和 -= 入 |=0. 


2 
上 式 左 边 的 3 阶 行列 式 等 于 
Xi 一 %4 Ma 一 M4 Ma 一 34 XI 2% MX3 2%4 
0 | ， 
01 一 2 2 
0 0 0 二 


最 后 这 个 等 式 成 立 是 因为 把 左边 的 4 阶 行列 式 的 第 4 列 分 别 加 到 第 
1，2，3 列 上 ， 这 时 行列 式 的 值 不 变 ， 综 上 所 述 便 得 到 我 们 所 要 的 结 
论 . 口 
5.4 拉 格 朗 日 恒等式 及 其 应 用 
定理 $5.3 ”对 任意 四 个 向 量 zx，8，c，d， 有 
0 CC QZ 
Doc Pd 
《5.4) 式 称 为 拉 格 朗 日 (Lagrange) 恒 等 式 . 
证 明 (ec x) ， (cxd)=a:Dx(cxd) 
=4. [CD dc-(2.c)d] 
= (2 0) c)-(2 cec)(a dg) 
CC 0 
.ec | 
拉 格 朗 日 恒等式 很 有 用 ， 有 人 还 称 它 为 二 维 的 色 股 定理 ， 这 是 
因为 由 它 可 以 证 出 下 面倒 5. 1 所 述 的 命题 . 


| 
| . (5.41) 
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例 5.1 证 明 ， 直角 三 楼 锥 斜面 面积 的 平方 等 于 其 他 三 个 直角 
面 面 积 的 平方 和 . 
证 明 设 0-4BC 是 直角 三 棱锥 ， 其 中 L40B = 人 40C=LBOC= 
90*，A48C 是 它 的 斜面 ， 如 图 1. 29 所 示 ， 我 们 有 
| 万 x 了 1-=( 三 xz (本 x40) 
| 大 .三 研 .4C 
| 巡 . 研 巡 . 认 
= | 研 1 1 - ( 研 .407? 
= (| 三 |: + 下 14 有 玖 本 +15C12) 
-[ 琢 -0.0C-0] 
= 天 | 计 天 | 一 [人 三 电 二 让 Te 
+ | 下 110612 -1541 
= (| 下 || 殉 + 04110C1) 
+ (15 有 110C1) 


由 此 即 得 所 要 证 的 结论 . 口 


“5.5 向 量 代数 在 球面 三 角 中 的 应 用 
设 在 中 心 为 0， 半径 为 及 的 球面 上 ， 有 不 在 同一 大 圆 弧 上 的 三 


@ ”将 侧 楼 相互 王 直 的 三 楼 锥 称 为 直角 三 棱锥 ， 其 中 三 棱锥 的 侧面 和 底面 分 别 叫做 直 
角 三 棱锥 的 直角 面 和 斜面 . 
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点 4，B3，C， 分 别 连接 其 中 两 点 的 大 圆 弧 w= 86, 8=C4，y = 合围 
成 一 个 区 域 ， 称 为 球面 三 角形 (如 图 1.30)， 其 中 4，B，C 是 它 的 
顶点 ; we，B,， 7y 是 它 的 边 ， 用 边 所 在 的 大 圆 弧 的 弧度 来 量度 . 边 B 
与 y 所 夹 的 角 是 指 由 与 y 分 别 所 在 的 平面 组 成 的 二 面 贡 ， 仍 记 作 
4 ， 称 为 球面 三 角形 的 内 和 角 . 

我 们 可 以 用 向 量 法 证 明 球 面 三 角 的 下 述 公 式 ; 

(1) cosa = cosgB cosy + sinB siny cos4〈 余 弦 公 式 ) ; 

o) 器 -器 - 影 (aaa 

证 明 (1) 设 ec，8，e 分 别 是 中 ，0 夏 ，0C 方向 的 单位 向 量 
显然 角 4 是 axz 与 axe 的 夹 角 ， 根据 拉 格 朗 日 恒等式 ， 有 


CQ CC 


(& xz)， (ZXxec) = 


Du Doc 
=|a| (2 c)-(a.c)( .ec) 


= coSQ -cosB cosy， 


又 有 
(CC xz) (exc)=|exallexclcos(aexpaxecy 
= sin(&,2)sin(e,cycos4 
= Siny sinB cos4 ， 
所 以 


cosa = cosB cos?y + sinB siny cos4. 
《2) 由 二 重 外 积 公 式 得 
(CC xp)x(Gaxc)= (cxD.c)a， 
(GCC xD)x(Dxc)= (CCxD.c)D， 


(axc)x(Dxc)=-(axc:p)c= (axDp.c)c， 
所 以 
|(ea xp)x(exc)l|=|(exp)x(5xec)| 
= |(exc)x(5xc) |. 
由 外 积 的 定义 可 得 


sin(a;5)sin(wacysin4 = sin(a 5)ysin(B,cysinB 
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= sin(a,cysin(D,c)sinC， 
即 
siny sinB sin4 = siny sina sinB = sinB sina sin(C. 


由 此 即 得 正弦 公式 . 


习 题 下 S 


1. 证 明 :|ex5:c|l 大 lcll2llecl|. 
2. 证 明 : 若 zaxp+bxc+cexia=0， 则 <，5，c 共 面 . 
3. 在 右手 直角 坐标 系 中 ， 已 知 一 个 四 面体 的 顶点 4，B，C， 了 
的 坐标 分 别 是 
(1,2,0)7，(C1;3,4)7，(1-2,-3) 7 ，(0,-13) ， 
求 它 的 体积 . 
4. 证 明 :， (ea x 瑟 太 xccxa) =(w 二 ,C) 
5. 证 明 : 
(CCxBD) (ex2a)+(pxcl) (axdl+(cxa) (xd)=0. 
6. 证 明 : 
ax[5x(cexad)]= (5 .dd)(axc)-( cc xd). 
“7. 证 明 : 
(1) (cxB)x(exd)=(c;5,d)c-(a;Dc)di 
(2) (& xD)x(exd)=(ccd)D -(D，c Gd)a. 
“8. 证 明 : 对 任意 四 个 向 量 &,， 8，c，2Z， 有 
(cdJa+(cecid)D + (cc5,G)c+(Dac)d = 0. 
9. 若 x,，)}) 与 关 xy 共 面 ， 讨 论 z 与 》 的 关系 . 
10. 证 明 : 
[ax (ax 页 )]x[mx(axa)]=| ax 加 | (ax 功 ). 
11. 证 明 : 若 症 与 刀 不 共 线 ， 则 zx( 下 xx 芒 ) 与 荔 X(m X 了 功 ) 
不 共 线 . 
12. 设 d, 见 ， 吃 不 共 面 , 证 明 : 任 一 向 量 & 可 以 表示 成 
2&…Xd C& xd 2 .0 xl 
ET 


姐 
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13. 用 向 量 法 证 明 : 若 三 元 一 次 方程 组 的 系数 行列 式 不 等 习 


则 它 有 唯一 的 一 个 解 . 
“14. 设 <&，28，e 不 共 面 ， 向 量 z 满足 
5 


证 明 : 


_ ARBxe)+tg(cxC)+RCCXD) 
本 > 
C Xec 


第 二 章 空间 的 平面 和 直线 


本 章 将 把 坐标 法 和 向 量 法 结合 起 来 研究 空间 中 平面 和 直线 的 方 
程 以 及 它们 的 性 质 . 


8$1 仿 射 坐标 系 中 平面 的 方程 ， 两 平面 的 相关 位 置 


1.1 平面 的 参数 方程 和 普通 方程 


读者 已 经 知道 ， 确 定 一 个 平面 的 条 件 是 : 不 在 一 直线 上 的 三 点 ; 

或 者 一 条 直线 和 此 直线 外 的 一 点 ; 或 者 两 条 相交 直线 ; 或 者 两 条 平 

行 直线 .为 了 便于 用 向 量 法 ， 我 们 采用 ”一 个 点 和 两 个 不 共 线 的 向 量 
确定 一 个 平面 "作为 讨论 的 出 发 点 . 

取 定 仿 射 标 架 [0;d , , ]， 

已 知 一 个 点 Mo (xo,yo,z) ， 向 量 

2 (了 ,2 ) 和 思 (成 ,有 区 ，2) 7， 


由 其 中 心 与 节 不 共 线 ， 我 们 来 求 由 

oO 点 Me, 和 了 z， 2 确定 的 平面 r 的 方 
三 

点 M(z,y,z)7 在 平面 rr 上 的 

0 充分 必要 条 件 是 玩 防 与 训 ， 阵 共 


面 (如 图 2.1)， 因 为 训 与 世 不 共 线 ， 所 以 大 肪 ,办 ， 坟 共 面 的 充分 
必要 条 件 是 ， 存 在 唯一 的 一 对 实数 A，， 使 得 

展开 = AU +Aa 
上 式 用 坐标 写 出 即 得 
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% = X%o 十 作 居 | 十 人 ， 
y = yo 二 AD +AZ， (1.1) 
2 = 20 二 AZ +NZ. 

(1. 1) 式 称 为 平面 7 的 参数 方程 ， 其 中 A, 人 称 为 参数 ， 它 们 可 取 任 

又 有 机 及 ,办 ，z 共 面 的 充分 必要 条 件 是 

Me 
yY-y 也 态 |=0， (1.2) 
六 


即 
4xzx+Byr+Cz+D=0， (1.3) 
其 中 
| 人 人 下 
7 Z，2， 7 也 


九 =- (4xo + Byo + Czo ) . 
《1.3) 式 称 为 平面 r 的 普通 方程 .由 于 w 与 z 不 共 线 ， 根 据 第 一 章 
的 命题 2.3 知 ，4， 刀 ，C 不 全 为 零 ， 因 此 平面 r 的 方程 (1.3) 是 三 
元 一 次 方程 
定理 1. 1 在 几何 空间 中 取 定 一 个 仿 射 坐标 系 ， 则 平面 的 方程 必 
定 是 三 元 一 次 方程 ; 反之 ， 任 意 一 个 三 元 一 次 方程 表示 一 个 平面 . 


证 明 定理 的 前 半 部 分 已 经 在 前 面 说 明 .， 现在 看 后 半 部 分 ， 任 
给 一 个 三 元 一 次 方程 
4X+BDYy+Cz+D=0， (1.4) 
万 
不 护 设 4 <0.， 取 点 il 人 - 丈 ,0,0] ， 并 取向 量 
开 
[和 10] ， 访 人生 
人 人 > 


显然 A， 与 A， 不 共 线 . 由 点 1 和 A，， 内 :> 决定 的 平面 7T71 的 方程 为 
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1 
区 十 攻 
4 4 4 一 0， 
一 0 于 0 
-0 0 工 
即 4x+B7y+cCz+D =0. 
这 说 明 方程 (1.4) 表 示 一 个 平面 Ti 画 


我 们 来 看 平面 的 方程 (1.3) 中 系数 的 几何 意义 . 
定理 和.2 设 平 面 r 的 方程 是 (1.3) ， 则 向 量 wow(r,s, 引 ”平行 于 
平面 或 在 上 的 充分 必要 条 件 是 
4r+Bs+Ci=0. (1.5) 


证 明 ee 由 定理 1.1 的 证 明 过 程 知道 ,平面 r 是 与 
由 点 Mn( -元 村;0 .0 和 向量 上 人- 生 ,1.0] ， ， -人 oa] 二 证 的 


面 一 致 的 ，w 平行 于 平面 r 或 在 7 上 的 充分 必要 条 件 是 wm，A ，Hs 
共 面 ， 即 


二 
4 4 
= 0， 
3 0 
0 
亦 即 
4r+Bs+Ci=0. 驰 ] 


因为 平面 r 的 方程 (1.3) 中 4，B，C 不 全 为 零 ， 辟 如 说 4s0， 
则 从 (1.5) 式 可 解 得 woi(- 生 ,1.0] ，ows( -和 邱 ,0,1] ， 于 是 它们 均 平 


行 于 平面 或 在 上 ， 且 根据 第 一 章 的 命题 2. 3 知 ， 它 们 不 共 线 . 
根据 高 中 立体 几何 的 两 个 平面 平行 的 判定 定理 “如 果 一 个 平面 内 有 两 
条 相交 直线 都 平行 于 另 一 个 平面 ， 那 么 这 两 个 平面 平行 "得 ， 凡 是 与 
mw, ，w, 平行 的 平面 ， 它 们 彼此 平行 或 重合 ， 而 一 族 平行 或 重合 的 平 
面 在 几何 空间 中 有 相同 的 方向 ， 因 此 平面 方程 中 一 次 项 的 系数 决定 
了 这 个 平面 的 方向 . 
推论 在 1 设 平面 了 的 方程 是 (1.3) ， 则 平面 r 平行 于 或 经 过 > 


本 
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轴 (y 轴 或 = 轴 ) 的 充分 必要 条 件 是 4=0 (B=0 或 C=0); 平面 了 通 
过 原点 的 充分 必要 条 件 是 也 =0. 

证 明 因为 双 的 坐标 是 (1,0,0) ， 所 以 刀 平 行 于 平面 了 或 在 
7 上 的 充分 必要 条 件 是 

4.1+2B:0+C:0=0， 

即 4=0. 关于 吧 或 心平 行 于 平面 7 或 在 7 上 的 情形 可 类 似 讨论 ， 

原点 0(0,0,0) 在 平面 7 上 的 充分 必要 条 件 是 刀 =0. 口 

例 1.1 画 出 平面 x+2y -xz=0. 

解 ” 因 为 九 =0， 所 以 此 平面 过 原点 ， 解 方程 

r+2s- = 10， 

求 得 两 个 不 共 线 的 向 量 ol (2，- 1,0)7， 
wx(1;,0,1) 7"， 以 原点 为 起 点 画 出 CD ， 人 0 
所 求 平面 就 是 由 原点 和 mw ，mw, 决定 的 平面 
(如 图 2.2). 

如 果 平 面 的 方程 4x+By+Cz+D=0 满 
足 4BCD 送 0， 则 此 平面 与 三 根 坐标 轴 均 相 
交 ， 且 交点 不 是 原点 ， 因 此 这 三 个 交点 不 
共 线 ， 把 它们 画 出 来 ， 它 们 决定 的 平面 就 
是 所 求 平面 ， 如 果 平 面 的 方程 中 B=0，4<0，Cs0，Dxs0， 则 此 平 
面 导 7 轴 平 行 ， 与 轴 和 =z 轴 均 相交 ， 且 交点 不 是 原点 ， 把 这 两 个 交 
点 画 出 来 ， 再 分 别 过 它们 画 与 y 轴 平 行 的 直线 ， 由 此 即 得 所 求 平面 . 
其 余 情 况 如 何 画 平 面 ， 请 读者 思考 ， 


12 两 平面 的 相关 位 置 


两 平面 的 相关 位 置 有 三 种 可 能 情形 : (1) 相交 于 一 直线 ; 

《2) 平行 ; (3) 重合 ， 如 何 从 两 平面 的 方程 判断 它们 属于 何 种 情形 ? 
定理 二 .3 取 定 一 个 仿 射 标 架 ， 设 平面 r, 和 7 的 方程 分 别 是 

4 +B7y+Cz+D =0， 

42x+B7y+Cz+D =0， 


图 2.2 


(1.6) 


则 
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(1) 7 与 了, 相交 的 充分 必要 条 件 是 它们 方程 中 的 一 次 项 系数 
不 成 比例 ; 
(2) Ti 与 Ta 平行 的 充分 必要 条 件 是 它们 方程 中 的 一 次 项 系数 
成 比例 ， 但 常数 项 不 与 这 些 系 数 成 比例 ; 
(3) 7 与 wm, 重合 的 充分 必要 条 件 是 它们 方程 中 所 有 系数 成 
比例 ， 
证 明 ”由 于 平面 方程 的 一 次 项 系数 决定 了 这 个 平面 的 方向 ， 而 
一 族 平行 或 重合 的 平面 在 几何 空间 中 有 相同 的 方向 ， 因 此 
平面 r, 与 r，, 平行 或 重合 
< 一 (4,,B,,C) = 5(4 BC) ,对 于 某 个 非 零 实 数 ， 
从 而 
平面 r, 与 rr 相交 
< 一 (4 BC) sd BC) ，YF e 及 . 口 
1.3 三 平面 恰 交 于 一 点 的 条 件 
命题 .1 设 三 个 平面 在 仿 射 坐标 系 中 的 方程 分 别 为 
4x+By+Cz+D=0， 
4x+BY+Cz+D=0， (1.7) 
4x+By+Czr+Di=0， 
则 这 三 个 平面 恰 交 于 一 点 的 充分 必要 条 件 是 


4 ，B，C， 
4， B， C, | 关 0. (1.8) 

4， B， C， 
证 明 “上述 三 个 平面 恰 交 于 一 点 的 充分 必要 条 件 是 方程 组 (1.7) 
有 唯一 解 ， 从 而 它 的 系数 行列 式 不 等 于 零 . 口 


世 4 有 轴 平 面 束 


几何 容 间 中 经 过 同一 条 直线 的 所 有 平面 组 成 的 集合 称 为 有 轴 平 
面 束 ， 那 条 直线 称 为 平面 束 的 轴 . 
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在 仿 射 坐标 系 中 ， 设 相交 于 直线 ! 的 两 个 平面 r, 和 7 的 方程 
分 别 为 

4x+B7y+Cz+D=0，4x+B7y+Cz+D=0. 
经 过 直线 7 的 平面 的 方程 是 什么 样子 的 呢 ? 

设 平面 r 是 经 过 直线 /的 任意 一 个 平面 在 7 上 取 一 个 点 
Po(xo,yo,z) ，Pu 不 在 直线 1 上, 则 PE 或 Ps， 从 而 
4xo +Byo +Cizo +Dis 关 0 或 4xo+B7yo+Cz+Ds 关 0 记 

A = 4xo+Boyot+Csz+D，=-(4xo+Byo+Cz 二 Di)， 
则 A,， 风 不 多 为 零 ， 易 证 方程 
A(4x+BYy+Cz+D)+H4xz+Py+Cz+D)=0 (1.9) 
是 三 元 一 次 方程 ， 从 而 它 表 示 一 个 平面 .把 P。 的 坐标 代 人 方程 
(1.9) 的 左 端 得 和 A(- 人 ) +HA=0， 因 此 点 Pu 在 方程 (1.9) 表 示 的 
平面 上 上， 直线/ 上 任 一 点 的 坐标 适合 r, 的 方程 和 7 的 方程 ， 从 
而 适合 方程 (1.9).， 因此 方程 (1.9) 表 示 的 平面 经 过 直线 /由 于 
直线 /和 不 在 ! 上 的 一 点 Pu 确定 一 个 平面 ， 因 此 方程 (1.9) 表 示 
的 平面 就 是 平面 7， 这 证 明了 以 相交 平面 r, 和 7， 的 交 线 ! 为 轴 
的 有 轴 平 面 束 中 任 一 平面 的 方程 形 如 (1.9) 式 ， 其 路, 人 不 全 

反之 ， 设 有 一 个 方程 形 如 (1.9) 式 ， 其 路, 人 不 全 为 零 ， 则 方 
程 (1.9) 表 示 一 个 平面 ra 直线 ! 上任 一 点 的 坐标 适合 ri; 的 方程 和 
Ta 的 方程 ， 从 而 适合 方程 (1.9).， 因此 平面 rs 经 过 直线 7， 从 而 7 
属于 以 ! 为 轴 的 有 轴 平 面 束 . 

综 上 所 述 ， 我 们 证 明了 

定理 14 在 仿 射 坐标 系 中 ， 设 相交 于 直线 ! 的 两 个 平面 r， 和 
Ta 的 方程 分 别 为 

4x+B7y+Cz+D =0，4xz+B7y+Cz+D = 0， 
则 一 个 图 形 属于 以 ! 为 轴 的 有 轴 平 面 束 当 且 仅 当 这 个 图 形 的 方程 形 如 

Ad4xd+By+Cz+D)+THA4z+By+tCz+D)=0， 
其 中 \， 普 是 不 全 为 零 的 实数 
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习 题 2. 荆 


1. 在 给 定 的 仿 射 坐标 系 中 ， 求 下 列 平面 的 普通 方程 和 参数 方程 : 
(1) 经 过 点 (-1,2,0) 7，(-2,-1,4) 7 ，(3,1,， -5) ; 

(2) 经 过 点 (1,0, -2)7 和 (-1,3,2) ,平行 于 w(1, -2,4) ; 
(3) 经 过 点 (3,1, -2) 和 = 轴 ; 

(4) 经 过 点 (2,0, -1) 和 (-1;3,4) ， 平 行 于 y 轴 ; 

(5) 经 过 点 (-1, -5,4) ， 平 行 于 平面 3x -2y+35 =0. 

2. 在 给 定 的 仿 射 坐标 系 中 ， 末 出 下 列 平面 : 
(1)2x+3y+z-0=0; (2) 4x+3z+2=0i 

(3) 3x -yy+4z=0; (4) 3y+2 =0. 

3. 证 明 : 经 过 不 共 线 三 点 (zz) (=1,2,3) 的 平面 的 方 


0 - 0. 
多 
于， 法 工 1 

4. 在 给 定 的 仿 射 坐标 系 中 ， 设 平面 r 的 方程 为 
先 了 和 
| 
C 四 已 人 C 


其 中 abcs0， 说 明 c，2D，e 的 几何 意义 . 
5. 坐标 满足 方程 
(ax +by+cz+d) -一 (ax +By+yz+6) =0 
的 点 的 轨迹 是 什么 ? 
6. 判断 下 列 各 对 平面 的 相关 位 置 : 


(1) 2x+y-3z-1=0 与 本 + 三- 二 +2=0i 


(2)x“-2y+z-2=0 与 3x+Yy-2z-1=0; 


划 


(3) 3x +9y -6z+2=0 与 2x +6y7 -4z+ 了 =0. 
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7. 在 给 定 的 仿 射 坐标 系 中 ,证明 : 通过 点 (zxo,yo,z) 且 与 平面 
4z+By+Cz+D=0 平 行 的 平面 的 方程 为 
4(xz -xxo)+B7-y)+CGz -2)= 0. 
8. 下 述 三 个 平面 是 否 恰 交 于 一 点 ? 
2x +37 一 zz+1=0， xx-27+35z-3 =0， 
2x +y+z+5 = 0. 
9. 证 明 : 分 别 由 方程 
az+or+cz+d=0，axr+pBy+yz+6 =0， 
A(aoz +by+cz) +NCax+By+yz) + =0 
给 出 的 三 个 平面 ， 当 于 Ad+U 时 ， 没 有 公共 点 . 
10. 求 经 过 点 Mo (1, -2,0) 且 经 过 两 平面 2s -y+z-3=0 与 
x+2y-z+1l1=0 的 交 线 的 平面 方程 . 
11. 设 平面 : 4x +By+Cz+D=0 与 连接 两 点 有 (xy 2 ) 7 和 
1 (2 , 和 ,二 ) 的 线段 相交 于 点 开 ， 且 太 芒 = 大 庆 ,证 明 ; 
4xi 十 如 Ji + Czl 二 万 
4za + By + Ca + 万 
12. 设 有 三 个 平行 平面 
Ti:4X+By+tCz+D=0， 1=1,2,3， 
一 直线 ! 与 ri，7Ta:，Ts 分 别 交 于 点 已 ，0，R， 求 点 O 分 有 向 线段 
殉 的 比值 


下 = 
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2.1 直角 坐标 系 中 平面 方程 的 系数 的 几何 痊 义 


确定 一 个 平面 的 条 件 还 可 以 是 : 一 个 点 和 一 个 与 这 平面 垂直 
的 非 零 向 量 ， 与 一 个 平面 垂直 的 非 零 向 量 称 为 这 个 平面 的 法 
向 量 . 

取 一 个 直角 标 架 [0iel ,es,e; ]， 我 们 来 求 经 过 点 Ms (ze 加 ,ar 
且 法 向 量 为 ma(a,8,c)7 的 平面 7 的 方程 (如 图 2.3)， 
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点 M(z,y,z)7 在 平面 上 的 充分 必 
要 条 件 是 不 芒 上 za， 从 而 生态 .=0， 于 
是 得 


sa az -和 0) +80y -为 ) +c(z - 国 )= 0， 
即 
O ax +Tpy+cz+ 玉 = 0， (2.1) 
22 其 中 履 =- (axo +pbyo +cz). (2.1) 式 就 是 
所 求 平面 的 方程 . 
图 2.3 由 此 可 见 ， 在 直角 坐标 系 中 ， 平 面 方 


程 的 一 次 项 系数 组 成 的 列 向 量 是 这 个 平面 
的 一 个 法 向 量 关 的 坐标 . 


2.2 点 到 平面 的 距离 


定理 2.1 在 直角 坐标 系 中 ， 点 Pi (2 ,yi ) 到 平面 
TT:4x+By+Cz+DD=0 


的 距 离 为 
| 4x,+ 吾 yi 十 Cz+ 呈 | 
Vh4A+ BC 
证 明 作 点 P, 到 平面 r 的 重 线 ， 设 垂 足 为 Pu (xz, 加 ,aa)7， 则 
点 忆 到 平面 > 的 距离 为 4 = |PP|， 平面 r 的 一 个 法 向 量 为 
za(4,B,C)r， 因 为 已 Pi 与 瑟 共 线 ， 所 以 
瑟 五” = 5z0. (2.3) 
(2.3) 式 的 两 边 用 到 作 内 积 得 


SR 
8= PP .7 


《2.2) 


工 
二 | xz) +B(O -yo)+C(z -2)] 
士 刀 ”+ 
4xi 十 By + Czl 十 也 [2.4) 
V4 BC 


于 是 得 
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一 一 一 


4x 十 避 y + Cz 二 万 
4 -1 185- 1 》 1 | 


V4 +B +C 
(2.3) 式 中 的 5 称 为 点 P 到 平面 r 的 离 差 . (2.4) 式 给 出 了 求 
离 差 的 公式 . 
2.3 三 元 一 次 不 等 式 的 几何 意义 
取 定 一 个 直角 坐标 系 ， 坐 标 适 合 方程 


父 


4x +TBy+Cz+ 了 =0 (2 
的 点 在 此 方程 表示 的 平面 7 上 ， 坐 标 适 合 不 等 式 
4x +By+Cz+D>0 (2.6) 


的 点 P(x,y,z)7 不 在 平面 7 上 设 己 到 平面 r 引 的 牌 线 的 垂 足 为 
Pu， 由 (2.4) 式 和 (2.3) 式 知 ，P 五 与 za(4,B,C)7 同 向 ， 因 此 ， 所 有 
坐标 适合 不 等 式 (2.6) 的 点 都 在 平面 r 的 同一 侧 ( 关 所 指 的 一 侧 ). 
同 理 ， 所 有 坐标 适合 不 等 式 

4x +By+Cz+D<0 (2.7) 
的 点 在 平面 r 的 另 一 侧 (- 半 所 指 的 一 侧 ). 

由 上 述 知 ,平面 r 把 空间 中 的 所 有 不 在 7 上 的 点 分 成 了 两 部 
分 ， 第 一 部 分 点 的 坐标 都 适合 不 等 式 (2.6) ， 第 二 部 分 点 的 坐标 都 适 
合 不 等 式 (2.7)， 换 名 话说 ， 若 Mi (zi ya ) 和 Ma(z 72) 不 
在 平面 7 上 ， 则 M，, 与 M。 位 于 平面 同 侧 的 充分 必要 条 件 是 

下 = 4xi+Byi+Czi+ 也 与 杰 =4x+B7+Cz+ 也 
同 号 ， 这 个 结论 在 仿 射 坐标 系 中 也 成 立 (见习 题 2. 2 的 第 16 题 ). 


2.4 两 个 平面 的 夹 角 


两 个 相交 平面 的 夹 角 是 指 两 个 平面 交 成 四 个 二 面 角 中 任 一 个 . 
易 知 其 中 两 个 等 于 两 个 平面 的 法 向 量 斑 ，z 的 夹 角 《ma ma》， 另 外 
两 个 等 于 4 ,za ) 的 补 角 ， 两 个 平行 (或 重合 ) 平 面 的 夹 角 规 定 为 它 
们 的 法 向 量 于 ，Pm 的 夹 角 或 其 补 角 ， 从 而 等 于 0 或 均 . 
设 在 直角 坐标 系 中 ， 平 面 r; 的 方程 是 
4xz+BD7y+Cz+Di=0， 17=1,2， 
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则 7 与 r; 的 一 个 夹 角 9 满足 
Pi 1 4 4 + 了 DB + CIC， 
| 
从 而 得 到 两 个 平面 r, 和 7 垂直 的 充分 必要 条 件 是 
44, +BiB, +CIC = 0. (2.8) 
例 2.1 设 在 直角 坐标 系 中 ， 平 面 r, 和 7 的 方程 分 别 是 
2x -~-y+2z-3=0 和 3r+2y-6z-1=0， 
求 由 rr 和 7 构成 的 二 面 角 的 角 平 分 面 方程 ， 已 知 在 此 二 面 角 内 有 
点 Pu(1,2, -3)7. 
解 点 愉 (x,y,z) 在 所 求 的 角 平 分 面 上 的 充分 必要 条 件 是 ，M 
到 7 的 距离 gd 等 于 M 到 7 的 距离 凡 ， 并 且 太 与 P, 或 者 都 在 7， 
的 同 侧 (=1,2) ， 或 者 都 在 r; 的 异 侧 (:=1,2) ， 或 者 下 在 7 与 7 
的 交 线 上 .因为 Pu 的 坐标 适合 
2xl-2+2x(-3)-3=-9<0， 
3xl+2x2-6x(-3)-1=24 >0， 
所 以 太 的 坐标 适合 
|2* -y+2z-3| 攻 | 3x +27y -6z-1| 


让 


coSO = 


并 且 适 合 
27Yy ~-yY+2z-3 玛 0， 
人 
或 


二 0， 
3x +2y -6z- 1 到 0. 
整理 得 23x -y-4z-24 =0. 这 就 是 所 求 的 二 面 角 的 角 平 分 面 方程 . 


习 题 2.2 


1. 在 直角 坐标 系 中 ， 求 下 列 平 面 的 方程 
(1) 经 过 点 P(-1,2,0) 7 ， 一 个 法 向 量 为 z(3,1, -2)7; 
(2) 经 过 点 (3, -1,4) ，M(1,0, -3) 7， 垂 直 于 平面 
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2x +Sy+z+1lT =0. 
2. 证 明 :; 在 右手 直角 坐标 系 中 ， 通 过 点 (xo,yo,z) 且 与 相交 


| 
局 


4x+B7y+Cz+D =0 和 4xz+By+Cz+D =0 
都 竹 直 的 平面 的 方程 为 
多 
y~-y DDN D,|=0，. 
z-~-2z2 CI (C， 
3. 设 在 右手 直角 坐标 系 中 ,平面 r 的 方程 为 
4x +By+Cz+D = 0， 
其 中 所 有 系数 都 不 为 零 ， 此 平面 与 三 根 坐标 轴 分 别 交 于 点 Mi ，j0, ， 
及 ， 求 AM 有 吃 甩 的 面积 和 四 面体 O20, 0, 的 体积 . 
4. 在 直角 坐标 系 中 ， 求 点 到 平面 的 距离 : 
(1) 点 (0,2,1) ,平面 2* -3y+5z-1=0; 
(2) 点 (-1;,2,4) ， 平 面 x-y+1=0. 
5. 在 直角 坐标 系 中 ， 求 平面 
4x+TBy+Cz+D=0 与 4x+Br+Cz+D=0 
之 间 的 距离 . 
6. 设 在 直角 坐标 系 中 ,平面 的 方程 为 4x + By +D=0,， 求 z 轴 
到 平面 r 的 距离 . 
7. 证 明 : 在 直角 坐标 系 中 ， 如 果 一 个 平面 与 三 根 坐 标 轴 均 相 交 ， 
则 三 个 截 距 倒数 的 平方 和 等 于 原点 到 此 平面 的 距离 的 倒数 的 平方 . 
8. 在 直角 坐标 系 中 ， 求 与 平面 
4x +By+Cz+D=0 
平行 且 与 它 的 距离 为 d 的 平面 的 方程 . 
9. 在 直角 坐标 系 中 ， 设 平面 
Ti:4z+By+fCz+D=0 与 Ti:4r+Byr+Cz+D=0 
平行 ， 求 与 ri ，7， 等 距离 的 点 的 轨迹 . 
10. 在 直角 坐标 系 中 ， 求 平面 z=ax+by+c 与 0xy 平 面 的 夹 角 . 
11. 给 定 直 角 坐 标 系 ， 在 有 轴 平 面 束 
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(4x+B7y+Cz+tD)+HA4xzt+tBy+Cz+D)=0 
中 求 出 与 平面 4x + By+ Cz+ 刀 =0 垂直 的 平面 的 方程 . 
12. 设 在 直角 坐标 系 中 ， 平 面 ; 的 方程 为 
4x+By+Cz+D=0，71=1,2， 
且 7 与 mr, 相交 ， 求 mi 与 rs 交 成 的 二 面 角 的 角 平 分 面 的 方程 . 

“13. 求 到 两 个 给 定 平 面 的 距离 为 定 比 的 点 的 轨迹 . 

14. 证 明 : 几何 空间 中 满足 条 件 | 4x + By + Cz+ 刀 |<d 的 点 分 
布 在 两 个 平行 平面 

hx +By+Cz+D+ 中 =0 与 4z+By+Cz+D-d=0 
之 间 . 

“15. 证 明 : 几何 空间 中 满足 条 件 |x|+ |yl+ |z|<o(o>0) 的 点 
位 于 中 心 在 原点 ， 顶 点 在 坐标 轴 上 ， 且 顶点 与 中 心 的 距离 为 c 的 作 
面体 的 内 部 . 

“16. 在 仿 射 坐标 系 中 ， 设 点 Mi (xi ya ，M (za 7 ,2) 都 不 
在 平面 r: 4x +By+Cz+D=0 上 ， 且 MI 关内 ， 证 明 : 到 与 1 在 
平面 的 同 侧 的 充分 必要 条 件 是 

有 =4xi+Br+Cz+D 与 忆 =4xs +Bya +TCz 二 


同 号 . 
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3.1 直线 的 方程 


一 个 点 和 一 个 非 零 向 量 可 以 决定 一 条 直线 ， 取 一 个 仿 射 标 架 
[0O3;d， ,0 3 ] ， 已 知 点 Mu (xzoyyozo) ， 非 
有 零 向 量 w(X,Y,Z)7， 如 图 2.4 所 示 ， 现 在 
来 求 经 过 点 M。 且 方 向 向 量 为 y 的 直线 ! 的 
方程 . 

点 MOxz,y,z)7 在 直线 上 上 的 充分 必要 
条 件 是 于 息 与 y 共 线 ， 即 王政 =i， 其 中 
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1 是 实数 . 设 Mo， 双 的 定位 向 量 分 别 用 mm， 7 表示 ， 则 由 上 式 得 

让 = 10 十 地 (3.1) 
(3.1) 式 称 为 直线 的 向 量 式 参数 方程 ， 其 中 上 称 为 参数 ， 它 可 以 取 任 
意 实数 ， 参 数 守 的 几何 意义 是 : 点 1 在 直线 上 上 的 仿 射 标 架 [Moiv] 


中 的 坐标 . 
将 (3. 1) 式 用 坐标 写 出 ， 得 
X = %o 二 引 ， 
y = yo +tz， (3.2) 
z = 20 +1Z. 


(3.2) 式 称 为 直线 的 参数 方程 ， 其 中 参数 上 可 取 任 意 实 数 . 
下 面 消去 参数 上 因为 w 关 0， 不 妨 设 <0， 则 得 
% 一 %o 
上 二 本 
如 果 了 <0， 则 得 
X 一 % _ 7 一 yXo 


世 Y ， 
如 果 了 =0， 则 得 y -yo =0. 对 于 非 零 实数 c， 由 于 0c=0，VYces 尽 ， 


因此 0cxa，yYcsR， 从 而 -4 不 存在 ; 而 可 以 等 于 任意 实数 


于 是 ， 如 果 规 定 分 母 为 零 时 就 表示 分 子 也 为 零 ， 则 当 了 = 0 时 ， 
(3.3) 式 仍然 成 立 ， 并 且 此 时 (3.3) 式 左 端的 * 可 以 取 任 意 实数 . 
同 理 可 得 


(3.3) 


% 一 X%o 2 一 20 
二 9 
因而 有 
X-M yy-yo 2 一 20 
人 (3.5) 
(3.5) 式 称 为 直线 ! 的 标准 方程 (或 点 向 式 方程 ) ， 它 实际 上 是 两 个 方 


程 (3.3) 和 (3.4) 的 联 立 方程 组 ， 标 准 方程 中 的 (于 ,了 ,2Z) 称 为 直线 / 
的 方向 系数 ， 它 是 ;的 方向 向 量 ， 的 坐标 .由 于 对 任意 非 零 实数 ， 
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pz 也 是 ! 的 方向 向 量 ， 所 以 (三 ,7,12Z)7 也 是 7 的 方向 系数 . 
如 果 已 知 直线 了 上 两 点 17， (2 yi si) ， Ma (2 7 力 3) 则 
Mi 为 1 的 一 个 方向 向 量 ， 从 而 得 ! 的 方程 为 


和 


xj My 2 一 2 
〈3. 6) 式 称 为 直线 7 的 两 点 式 方程 . 
任意 一 条 直线 可 以 看 成 某 两 个 相交 平面 的 交 线 .。 设 直线 ! 是 相交 
平面 r, 和 7。 的 交 线 ，7; 的 方程 为 
4X5+BYy+Cz+D =0，1=1)2， 
它们 的 一 次 项 系数 不 成 比例 ， 则 
1 +DB7+Cz+DI= 0， 


(3.6) 


(3.7) 
42x+BDy+Cz+D=0 


是 直线 ! 的 方程 ， 称 为 1 的 普通 方程 
由 直线 ! 的 标准 方程 (3.5) 可 写 出 它 的 普通 方程 若 Xs0， 则 
《3.5) 式 可 写成 


X% ~% _ 7 一 yo 

2 
(3.8) 

区 一 Xo 2 一 20 

证 二 


〈3. 8 ) 式 就 是 ! 的 普通 方程 ， 其 中 第 一 个 方程 表示 平行 于 或 经 过 z 轴 
的 平面 ， 第 二 个 方程 表示 平行 于 或 经 过 y 轴 的 平面 ， 对 于 碟 =0， 而 
7s0 (或 2Z<0) 的 情况 ， 可 类 似 讨论 . 

由 直线 /的 普通 方程 (3.7) 可 写 出 /2 的 标准 方程 ， 先 找 直线 ! 上 
的 一 个 点 Mo 如果 
4， 阳 ， 
42 也 2 
则 令 z=0. 这 时 去 解 *，y 的 一 次 方程 组 ， 可 求 得 唯一 的 一 个 解 
4 =‰， YY=yo， 于 是 Mo(xo,yo;0) 在 !/ 上 ， 再 找 !Z 的 一 个 方向 向 量 
2( ,7Y,Z) 因为 wy 平行 于 Tri(=1,2)， 所 以 有 


关 0， 
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AN 
48+BY+CZ = 0. 


令 
已 ， | 和 4， 下 | 
5， C， 直人 万: 
则 
4， 卫 ， C， 
4X+B7Y+CZI = 4 BCI=0，1=1，,2. 
4， 有 0C， 
所 以 坐标 为 
人 共通 
DB， C， 直人 


的 向 量 与 了 (=1,2) 平 行 ， 由 于 7 与 7 方程 中 的 一 次 项 系数 不 
成 比例 ,所 以 (3.9) 中 的 三 个 行列 式 不 全 为 零 ( 根 据 第 一 章 的 命题 
2.3). 这 说 明 yw 关 0， 于 是 坐标 为 (3.9) 的 向 量 w 就 是 ! 的 一 个 方向 向 
量 ， 有 了 /上 的 一 个 点 Me。 和 它 的 一 个 方向 向 量 w， 就 可 以 立即 写 出 
它 的 标准 方程 . 

由 于 直角 坐标 系 是 特殊 的 仿 射 坐标 系 ， 所 以 上 述 一 切 结论 在 直 
角 坐 标 系 中 都 成 立 ， 利 用 右手 直角 坐标 系 的 特殊 性 ， 由 直线 的 普通 
方程 写 出 它 的 标准 方程 时 ， 求 的 方向 向 量 v 可 以 更 加 直观 ;因为 
zi， 其 中 天 是 miG=1),2) 的 法 向 量 ， 所 以 可 以 取 y = xia 由 
于 已 的 坐标 是 (4,,B,,C) ， 所 以 w=m x 到 的 坐标 就 是 (3. 9 ). 


3.2 两 条 直线 的 相关 位 置 


在 仿 射 坐标 系 中 ， 设 直线 1 经 过 点 Mi (zy ,za)7， 方 向 向 量 为 
2i( 了 了 2) =1)2. 

与 玉 平行 的 充分 必要 条 件 是 mw 与 到 共 线 ,但 入 腕 与 w 不 
共 线 ， 即 存在 实数 人 ， 使 得 ww = Aw ， 但 对 一 切实 数 凡 ， 都 有 


一 一 一 
采 , 敢 ， 关 AD 
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/ 与 . 重合 的 充分 必要 条 件 是 ， 疡 ， 五 琵 共 线 ， 即 存在 实数 
A,， 人 内， 使 得 
1 = 人 2， 下 大 = uv 
1 下 相交 充分 必要 条 件 是 到 大 ,mm ,四 共 面 , 且 与 到 不 
共 线 ， 员 


总 
册 
己 


4 人 := | 和 -和 闷 (3. 10) 
为 二 2 而 蕊 
且 对 一 切实 数 入 ， 都 有 了 芭 关 Au 
1 与 忆 异 面 的 充分 必要 条 件 是 1M ， 闪 ， 也 不 共 面 ， 即 As0. 


3.3 直线 和 平面 的 相关 位 置 


在 仿 射 坐标 系 中 ， 设 直线 1 经 过 点 Mo(xo,yo,z) ， 一 个 方向 向 
量 为 w(X,7,Z)7， 平 面 r 的 方程 为 4x + By + Cz +=0. 
/与 让 平行 的 充分 必要 条 件 是 v 与 和 平行 ， 且 Mo 不 在 上， 即 
放 丰 +BY+CZ =0， 且 2 本 Bi +Czi 有关 0. 
1 在 平面 7 上 的 充分 必要 条 件 是 v 与 和 平行 ， 且 Wo 在 上 ， 即 
动 丰 :二 厂区 二 蕊 8 05 二 目 了 二 且 而 地上 由 三 0， 
1 与 了 相交 的 充分 必要 条 件 是 v 与 交 不 平行 ， 即 
4X +B7+C2Z 0. 
此 时 ， 将 ;的 参数 方程 
区 三 全 | 十 纸 ， 
y = yo 十 17， 
多 富 节 十 政 
代 和 人 的 方程 中 ， 得 
4(x + 过)+ 有 (yo+ 地 )+C(z+t5)+D =0. 
解 得 
4xo+ 刀 yo+ Czo+ 也 


上 = 47+B7+C7 We 
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再 代 回 到 的 参数 方程 中 ， 可 求 出 ! 与 的 交点 的 坐标 . 
3.4 例 


例 3.1 设 在 直角 坐标 系 中 ， 直 线 ! 的 点 向 式 方程 为 
X+l yYyY-1 zz+2 
一 2 1 -3 ” 
求 经 过 /! 且 平 行 于 z 轴 的 平面 r 的 方程 以 及 1 在 0xy 平面 上 的 投影 的 
方程 ， 并 且 画 图 ， 
解 ”因为 1 的 普通 方程 是 


-2 1 
X+1 zz+2 
-2 -3 


其 中 第 一 个 方程 表示 的 平面 就 是 经 过 ! 且 平 行 于 z 轴 的 平面 ， 因 此 所 
求 平 面 T 的 方程 为 


“2 = ， 即 x+2y-1 =0. 


1 在 0xy 平面 上 的 投影 ) 是 平面 7 与 Oxy 平面 的 交 线 ， 所 以 有 
的 方程 是 


『 +27 一 1 =0， 
2 = 0. 
为 了 画 平面 ， 先 求 出 它 与 轴 的 交 


点 (1,0,0)7 及 与 7 铀 的 交点 { 0, 到 ,0] ， 要 
为 了 画 直 线 7， 先 求 出 1 与 0sy 平面 的 交点 


(于 洁 ,j 及 与 0mx 平 面 的 交点 (1.0,1) 


画册 的 图 形 如 图 2. 5 所 示 . 
例 3.2， 在 仿 射 坐标 系 中 ， 求 经 过 点 
Mo(0,0, -2) ， 与 平面 
Ti:3x-y+2z-1=0 
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平行 ， 且 与 直线 
7 ,21 _7-3 - 和 
2 
相交 的 直线 ! 的 方程 . 


解法 一 ” 先 求 的 一 个 方向 向 量 w( 于 ,了 Y,Z)7， 因 为 1 经 过 点 Mr， 
且 与 辣 相 交 ， 所 以 有 
-0 4 于 
3 -0 -2 YY|=0， 
0-(-2) 1 2 
即 
和 + 了 ~-22 = 0. 
又 因为 了 与 mi 平行 ， 所 以 有 
3 下 -了 +22 = 0. 
联 立 上 述 两 个 方程 解 得 
怀 =0， 了 =27. 
令 Z=1,， 得 了 =2， 所 以 7 的 方程 为 
区 y 必 十 2 


0 分 1 
方程 为 


3x -YY+2z+D 刀 =0. 
将 Mo 的 坐标 代 人 ， 求 得 了 =4， 所 以 rr, 的 方程 为 
37Y -yy+2z+4 = 0. 
/又 在 经 过 点 Wo。 及 直线 六 的 平面 ry 上 ，zrs 的 方程 为 
X% 一 0 4 1 -0 
7y-0 三 沁 3 -0 = 0， 
z-(-2) 1 0-(-2) 
即 
x+y-2z-4 =0. 
因为 ! 是 r: 与 rs 的 交 线 ， 所 以 7 的 方程 为 
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3x -7yY-2z+4=0， 
的 = 0. 
解法 三 设 ! 与 的 交点 为 Was (za 加 2) ， 因 为 Ms 在 辣 上 ， 
又 玩 枕 与 rm 平行 ,所 以 有 
xya-3 和 5 
4 -2 1 
3(x -0) - (和 -0) +2(z +2)= 0. 


解 之 ， 得 Ms 的 坐标 为 9, 序 ，- 于 】 ， 因 此 1 的 方程 为 


MX _  Y 2 十 2 
0 了 1 
人 
于 _ 2+2 
即 0 2 1 
习 题 2.3 


1. 在 给 定 仿 射 坐 标 系 中 ， 求 下 列 直 线 的 方程 
(1) 经 过 点 (-2,3,5) ， 方 向 系数 为 (-1,3 ,4) 7; 
(2) 经 过 点 (0,3,1) ”和 (-1,2,7) 
2. 在 给 定 的 直角 坐标 系 中 ， 求 下 列 直 线 的 方程 : 
(1) 经 过 点 (-1,2,9) ， 垂 直 于 平面 3x+2y -z-5=0i 
(2) 经 过 点 (2,4, -1) ， 与 三 根 坐标 轴 夹 角 相 等 
3. 将 下 列 直 线 的 普通 方程 化 成 标准 方程 
3x -y+2=0， -1=0， 

Ra | 0 

4. 在 给 定 的 直角 坐标 系 中 ， 求 下 列 直 线 在 Oxy 平面 上 的 投影 ， 
并 画图 : 

CD) 2 

5. 判断 下 列 各 对 直线 的 位 置 ; 


(2 2x +3y+1=0， 
局 +3y+z 一 =0. 


4+1 7-1 zs-2 和 X 7yY-6 zt+3 


1 三 三 三 一 

41) 3 3 1 一 2 3 

(2 X+Y+z=0， X+z+1=0， 
人 人 


6. 求 直 线 与 平面 的 交点 : 


(1) “= 人 -2 与 3z+27+z=0i 
2x +3y +z 一 1 =0， 
ee 于 ， 
7. 求 直线 
贡 人 = 0， 
42x+BYy+Cz+D =0 
与 z 轴 相交 的 条 件 . 


8. 在 给 定 的 仿 射 坐 标 系 中 ， 求 下 列 平 面 的 方程 : 
(1) 经 过 直线 上 ， 且 平行 于 直线 岂 ， 其 中 心 ，2 的 方程 分 别 是 


X% 一 1 y 名 2 


7 本 二 
(2) 经 过 直线 


让 人 = 0， 
ZX+yYy+4z-2=0， 
且 在 y 轴 和 zx 轴 上 有 相同 的 非 零 截 距 ; 
《3) 经 过 两 平面 
Ti:4x-y+3z-1=0 和 7:x+5y-z+2=0 
的 交 线 ， 且 经 过 点 (1,1,1) 
9. 在 给 定 的 直角 坐标 系 中 ， 求 下 列 平面 方程 ; 
(1) 与 平面 ri: 6x -2y+3z+15 =0 平 行 ， 且 这 两 个 平面 与 点 
(0, -2, -1) 等 距 ; 
(2) 经 过 z 轴 ， 且 与 平面 2x +yY-Vv5z-7=0 交 成 60 角 ; 
(3) 经 过 点 (2,0, -3) ， 且 垂直 于 两 平面 
Ti:%-2y+4z-7 =0 和 7:3x+5y-2z+1 =0. 
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10. 在 给 定 的 仿 射 坐 标 系 中 ， 求 下 列 直 线 的 方程 : 
(1) 经 过 点 (1;0, -1) ， 且 平行 于 直线 
和 人 
xyY=0i 
(2) 经 过 点 (11,9,0) ， 且 与 直线 加 和 岂 均 相 交 ， 其 中 心 ,六 的 
方程 分 别 是 
允 -TI _ YY+3 _ 2 一 5 区 yy 一 2 


_ 2 二 1 
2 4 3 ” 5 一 工 2 ” 
(3) 平行 于 向 量 (8,7,1) ， 且 与 直线 和 六 均 相交 ， 其 中 必 ， 
2 的 方程 分 别 是 
x+13  y-5 多 X 二 10 7Y+7 _ 3 


5 5 
11. 在 给 定 的 直角 坐标 系 中 ， 求 下 列 直 线 的 方程 : 
(1) 经 过 点 (2, -1,3) ， 与 直线 


Le 


一 工 0 2 
相交 且 垂 直 ( 简 称 正 交 ) ; 
(2) 经 过 点 (4,2， -3) ， 平行 于 平面 x +y+z 一 10 =0， 且 与 
直线 


7 下 = 0， 
2 一 10=0 
垂直 ; 
(3) 从 点 (2, -3, -1) 引 向 直线 
X 一 ll] 7y+1 >x 


二 艺 一 1 


的 垂 线 ; 

(4) 经 过 点 ji ， 且 与 直线 了 = 六 + 1 好 正 交 . 

12. 在 A4BC 中 ， 设 P，0, 尺 分 别 是 直线 48，BC，C4 上 的 
机 且 


本 -和 人 下， 天 -0c， 杖 -而 ， 
证 明 : 40，BR，CP 共 点 的 充分 必要 条 件 是 Mz =1( 注 : 若 40， 
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BR，CP 彼此 平行 ， 则 也 认为 它们 有 一 个 公共 点 ， 这 在 第 七 章 $1 中 
将 详细 讲 ). 
13. 用 坐标 法 证 明 切 瓦 定理 : 者 三 角形 的 三 边 依 次 被 分 割 成 
人 :AR， 了 :AAA， 凡 ID， 
其 路, 凡 ，z 均 为 正 实 数 ， 则 此 三 角形 的 顶点 与 对 边 分 点 的 连 线 交 
于 一 点 . 
14. 求 出 直线 


贿 +Biy+Cz+D=0， 
4x+By+Cz+D=0 
和 平面 
T:4x+By+Cz+ 了 =0 

平行 或 1 在 上 的 条 件 . 

“15. 证 明 : 如 果 直 线 
人 
4x+By+Cz+D=0 


与 直线 
人 和 0 ， 
4 +By+(Cz+D= 0 
相交 ， 那 么 
攻 田 7 二; 
5 二 
5 
几 了 3 CC 了 ， 


16. 证 明 : 任何 与 异 面 直线 
全 + 有 7y+Cz+D= 0， 
4 +B7y+Cz+D=0 


忆 : 


和 
) 人 人 
44x+Byr+Cz+D=0 
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都 相交 的 直线 的 方程 为 
A(4xd+B7y+Cz+D)+ACzt+By+Czr+D)=0， 
1 +Byt+tCz+D)+NC4xz+By+Cz+D)=0， 
其 中 A, 风 是 不 多 为 零 的 实数 ，A“ ， 人 也 是 不 全 为 零 的 实数 . 

17. 证 明 : 到 三 角形 的 三 个 顶点 等 距离 的 点 的 几何 轨迹 是 一 条 
直线 . 

“18. 在 直角 坐标 系 中 ， 给 定点 4(1,0,3) 和 了 (0,2,5) ”以 及 
直线 


% 一 1 二 六 _ 
2 T 3 
设 4'，B 分别 为 4, 在 ! 上 的 垂 足 ， 求 |42 | 以 及 4 ， B 的 坐标 . 
“19. 在 仿 射 坐标 系 中 ， 求 出 经 过 点 Mo (xzo ,yo,z) ， 且 与 平面 
Ti:4dx+By+Cz+D=0， 7=1),2 
都 平行 的 直线 的 方程 . 


7: 


8$4 点 、 直 线 和 平面 之 间 的 度量 关系 
本 市 均 在 右手 直角 坐标 系 中 讨论 . 
4.1 点 到 直线 的 距离 
设 直线 ! 经 过 点 Mo， 方 向 向 量 为 w 由 图 2.6 可 看 出 ， 点 M 到 


直线 7 的 距离 4 是 以 村 其 21 为 邻 边 的 平 MX 
行 四 边 形 的 底 边 w 上 的 高 ， 因 此 有 
了 -LoM xu 040) 
|v| 记 可 7 
4.2 两 条 直线 的 距离 罗 6 


定义 4.1 两 条 直线 上 的 点 之 间 的 最 短 距 离 称 为 这 两 条 直线 的 
距离 . 
如 果 站 VD ， 则 六 上 的 一 个 点 到 2 的 距离 就 是 六 与 六 的 距离 ; 
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如 果 刀 与 风 相交 或 重合 ， 则 六 与 六 的 距离 为 零 . 
下 设 ) 与 六 异 面 ,2 经 过 点 Mi ， 方 向 向 量 为 w(i=1,2)， 且 ma 
与 风 不 共 线 ，M 关内 
定义 4.2 分 别 与 两 条 异 面 直线 闷 ，/ 垂直 相交 ( 即 正 交 ) 的 直线 
7 称 为 由 与 的 公 垂 线 ， 两 垂 足 的 连 线段 称 为 公 垂 线段 . 
命题 4.1 两 条 异 面 直线 几 与 /的 公 垂 线 存 在 且 唯 一 . 
证 明 存在 性 因为 与 思 不 
共 线 ， 所 以 芭 与 四 x 功 不 共 线 ， 于 
是 Mi ，a ，mw x 防 决定 一 个 平面 rr 
同 理 ，M, ，z，m xx 也 决定 一 个 平 
面 ,因为 ww 与 世 不 共 线 ， 根 据 习 
题 15 第 1l 题 ww x(z x 功 ) 与 
图 2.7 zx(a x 功 ) 不 共 线 ， 而 它们 分 别 是 
Ti; 和 7 的 法 向 量 ， 于 是 Ti 与 T? 必 
相交 ， 设 交 线 为 ! (如 图 2.7). ;7 的 方向 向 量 为 
[zw ，x (mu x [wx(am xz)]. 
根据 习题 1.5 第 10 题 ， 这 个 向 量 等 于 | ww x 友 | (wm xm)， 因 此 
ai X ao 人 由 于 


2 Xz 思 zi TI=1,2， 


所 以 
下 2 

因为 了 与 1 都 在 7; 内 ， 且 mx 与 不 共 线 ， 所 以 /与 关 4=12) 
相交 .这 表明 mi, 与 mr; 的 交 线 /就 是 )) 与 2 的 公 垂 线 ， 

唯一 性 “假如 乡 也 是 与 玉 的 公 垂 线 ， 则 的 方向 向 量 垂 直 于 
zi (=1,2)， 从 而 内 xz 就 是 六 的 一 个 方向 向 量 ， 因 为 ”在 由 上 六 和 
zt x 妈 决定 的 平面 r; (=1,2) 内 ， 所 以 /是 Ti 与 mr; 的 交 线 ， 于 是 
/ 与 1 重合 . 口 

命题 4.2 ”两 条 异 面 直线 ) 与 凡 的 公 重 线段 的 长 就 是 0 与 六 的 
焉 离 . 

证 明 如 图 2.8 所 示 ， 设 PP, 是 ) 与 疡 的 公 垂 线段 .在 上 上 任 
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取 一 点 0 人 (=1,2)， 作 出 由 M ， zw ，z 决定 的 平面 了 ， 于 是 公 垂 线 
P,P,L7: 由 0, 作 7 的 垂 线 设 垂 足 为 W 因为 六 和 7， 所 以 
| PP,| = |0.VI， 于 是 

10.0,|>10N|= | PP |. 
所 以 | P,P, | 是 刀 与 2 上 的 点 之 间 的 最 短 距 离 ， 即 1 与 忆 的 距离 . 


图 2.8 


命题 4.3 设 两 条 蜡 面 直线 站，2 分 别 经 过 点 Mi ，M ， 方 向 向 
量 分 别 为 ， 了 区 ， 则 /与 岂 的 距离 为 
| 五 本 .wxz| 
四 | xml| 
证 明 设 ) 与 的 公 重 线段 为 P,P,. 因为 公 垂 线 的 方向 向 量 为 
ix 友 ， 所 以 已 忆 与 轨 xm 共 线 . 记 e= (um xz)"， 则 


d (4.2) 


一 > ea 芭 当 中 
d=|PP|=|PP .el=|(PM+MM +aMP) el 
一 | 3 | 
* 细 X 记 
兰 Ma el =|MHMN，， 人 拓 二 - 口 


[wxz | xz | 

公式 (4.2) 的 几何 意义 是 : 两 条 异 面 直 线 九 与 的 距离 d 等 于 
以 天 琵 ,办 ，u 为 楼 的 平行 六 面体 的 体积 除 以 以 wm ，z 为 邻 边 的 
平行 四 边 形 的 面积 . 


4.3 丙 条 直线 所 成 的 角 ， 直 线 和 平面 所 成 的 角 
定义 4.3 两 条 直线 所 成 的 角 规 定 为 它们 的 方向 向 量 夹 角 中 不 大 
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于 了 的 那个 角 . 
定义 4.4 直线 ! 与 平面 r (1 不 重 直 于 了 ) 所 成 的 角 规定 为 ! 与 
它 在 了 上 的 射影 所 成 的 角 9， 当 1 关 时 ，! 与 了 所 成 的 角 规 定 为 了 
设 平面 r 的 一 个 法 向 量 为 m，1 的 一 个 方向 向 量 为 w， 则 从 图 


2.9 可 看 出 
= 本 一 《也 , 严 》 
或 
8 =《〈 了 , 严 ) 人 
因此 
sing = | cos( 交 于) | . 
习 题 2.4 


1. 求 下 列 点 到 直线 的 距离 : 
1 


(1) 点 (-1，, -3,5) "到 直线 与 -= 世 - -2 


2x -y-2z+1=0， 
(2) 点 (1,0,2)7 到 直线 | 
X+y+4z 一 2=0. 


2. 求 下 列 各 对 直线 的 距离 : 
(1) 区 二 _Y 一 工 _x+5 忆 X YY-06_2z+5. 


-1 3 2 3 -9 -6 
X YyY+2 z-1 XY-l1 y-3 zsz+1l 
2 一 三 上 一 三 
8 2 一 2 一 本 4 2 -1 


X%+Y-z+1=0， xx 一 27y7+3z--6=0， 
0 1 2 
3. 求 下 列 各 对 直线 的 公 垂 线 的 方程 ; 


y 各 2 务 
耳 一 光 党 公 上 
人 人 
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X+y-1=0， X-z-1=0， 
站 下 | 
4. 求 下 列 各 对 直线 所 成 的 角 : 
亲王 


-1 1 迷 -2 4 -3 
X+y+z-1=0， | 


(2 | +y+2z+1=0 和 y+3z+2=0. 
5. 求 下 列 直 线 与 平面 所 成 的 角 . 


CD) 直线 二 - = 


[YY-y-z+2=0 
42) 直线 es =0 

6. 求 平 面 4x + By+ Cz+=0 与 坐标 轴 所 成 的 角 ， 在 怎样 的 条 
件 下 ， 些 平面 与 三 根 坐 标 轴 成 等 角 ? 

7. 设 异 面 直 线 癌 ，5 的 方程 分 别 为 


人 YX 7) 322 


与 平面 x-2y+4z-1=0; 


"与 平面 2x -~z+1=0. 


天 交 2 本 2 
求 与 ，z 等 距离 的 平面 的 方程 . 
8. 已 知 两 条 异 面 直线 让 和 岂 ， 证 明 : 连接 败 上 任 一 点 和 上 任 
一 点 的 线段 的 中 点 轨迹 是 公 重 线段 的 垂直 平分 面 . 
9. 在 给 定 的 直角 坐标 系 中 ， 点 P 不 在 坐标 平面 上 ， 从 点 已 到 
Ozx 平面 ，Oxy 平面 分 别 作 垂 线 ， 垂 足 为 M 和 N、， 设 直线 OP 与 平面 
ONMN，Oxy，0yz，0zxxr 所 成 的 角 分 别 为 6，aw，B，y， 证 明 : 


2 2 2 2 
csC DO = csca+cscB+ecescy. 


第 三 章 常见 曲面 


本 章 将 介绍 一 些 常见 曲面 ， 一 方面 了 解 如 何 利 用 曲面 的 几何 特 
性 建立 它 的 方程 ， 另 一 方面 熟悉 如 何 利用 方程 研究 曲面 的 几何 性 质 . 
本 章 的 讨论 均 在 右手 直角 坐标 系 中 进行 . 


8$1 球面 和 旋转 面 


1.1 球面 的 普通 方程 


我 们 来 求 球 心 为 Mo(xo,yo,zo) ， 半径 为 尺 的 球面 的 方程 . 点 
M(xsy,z)7 在 这 个 球面 上 的 充分 必要 条 件 是 | 现下 |=R， 即 
(xzo)2+(y -yo +(z-zo) = 玉 ， 《1.1) 
展开 得 
和 2 十 认 + 和 +20x+T207+20z+c=0， (120) 
其 中 凡 = -xo， 思 = -yo，b = 一 20， c= 委 十 条 十 为 一 尽 . 
(1.1) 式 或 (1.2) 式 就 是 所 求 球面 的 方程 ， 它 是 一 个 三 元 二 次 方 
程 ， 没 有 交叉 项 ( 指 r，xz， 和 ‰ 项 )， 平方 项 的 系数 相同 ， 反 之 ， 任 
一 形 如 (1.2) 式 的 方程 经 过 配方 后 可 写成 
(x+b)2+(7+5)+(zt+b) +c-- 呈 一 呈 =0. 
当中 + 中 + 妇 >c 时 ， 它 表示 一 个 球 心 在 (- 一刀 ， -3) ， 半 径 为 
V1+ 玉 + 交 -ec 的 球面 ; 当中 ++b=c 时 ， 它 表示 一 个 点 
(-0，-,- 罗 )7; 当 天 + 有 + 和 <e 时 ， 它 没有 轨迹 (或 者 说 它 表 
示 一 个 虚 球 面 ). 


1.2 球面 的 参数 方程 ， 点 的 球面 坐标 


如 果 球 心 在 原点 羊 径 为 玉 ， 在 球面 上 任 取 一 点 M(x,y,z) ， 从 
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灯 作 0xy 平面 的 垂 线 ， 垂 足 为 W, 连接 O0M，ON， 设 * 轴 的 正 半 轴 
到 0x 的 角度 为 p，ON 到 01N 的 角度 为 6 (M 在 0Oxy 平面 上 方 时 ，9 
为 正 的 ， 反 之 为 负 的) ， 如 图 3.1 所 示 ， 则 有 


X%= 民 cosgcosp， 


y=Reosgsinp ， =- 本 扫 9 关 本， --T<op 失 三. 3 
2 =Rsing ， 
(1.3) 式 称 为 球 心 在 原点 ， 半 径 为 尺 的 球面 的 
参数 方程 ， 它 有 两 个 参数 6，p， 其 中 0 称 为 
纬度 ，p 称 为 经 度 .球面 上 的 每 一 个 点 (除去 
它 与 z 轴 的 交点 ) 对 应 唯一 的 实数 对 (9,p)， 
因此 (g,2)7 称 为 球面 上 点 的 曲 纹 坐 标 . 
因为 几何 空间 中 任 一 点 M(x,y,z) 必 在 
以 原点 为 球 心 ， 以 及 =| 0 驻 | 为 半径 的 球面 上 ， 
而 球面 上 的 点 (除去 它 与 z 轴 的 交点 外 ) 又 由 它 图 3.1 
的 曲 纹 坐 标 (9,o)7 唯一 确定 ， 因 此 ， 除 去 z 轴 外 ， 几 何 空间 中 的 点 
1 由 有 序 三 元 实数 组 (R,6,p) 唯一 确定 ， 我 们 把 (R,b,p) 称 为 几何 
空间 中 点 M 的 球面 坐标 (或 空间 极 坐标 ) ， 其 中 


列 下 
及 3E0， - 方 和 0 三 本 一 和 < 0 到 TT. 


2 2 
点 政 的 球面 坐标 (R,6,p) 7 与 M 的 直角 坐标 (*,y,z) 的 关系 为 
X=RRcosgcosp， 尺 三 0， 


y=Reosbsinp， -去 苹 9 大林， (1.4) 
z=Rsin0， 一 
1.3 曲面 和 曲线 的 普通 方程 、 参 数 方程 


从 球面 的 方程 (1.2) 和 球面 的 参数 方程 (1.3) 看 到 ， 一 般 来 说 ， 
曲面 的 普通 方程 是 一 个 三 元 方程 F(x,y,z)=0， 曲 面 的 参数 方程 是 含 
两 个 参数 的 方程 : 


X% =%(UV) ， 
y = YUV)，a 和 了 和 pc 和 ys (1.5) 
有 
其 中 ， 对 于 (zx,z) 的 每 一 对 值 ， 由 方程 (1.5) 确 定 的 点 (*,y,z)7 在 此 
曲面 上 ; 而 此 曲面 上 任 一 点 的 坐标 都 可 由 (zz) 的 某 一 对 值 通过 方程 
(1.5) 表 示 ， 于 是 ， 通 过 曲面 的 参数 方程 (1.5) ， 曲 面 上 的 点 (可 能 
要 除去 个 别 点 ) 便 可 以 由 数 对 (w,v) 来 确定 ， 因 此 (zw,v) 称 为 曲面 上 
点 的 曲 纹 坐 标 . 
几何 空间 中 曲线 的 普通 方程 是 两 个 三 元 方程 的 联 立 ， 
人 0， 
CCx ,yz) = 0， 
即 几 何 空间 中 曲线 可 以 看 成 两 个 曲面 的 交 线 ， 曲线 的 参数 方程 是 含 
有 一 个 参数 的 方程 : 


和 5 
下 = a 反 友 1. (1.6) 
z = 2 区 ， 


其 中 ,对 于 上 (cs<ts<0) 的 每 一 个 值 ， 由 方程 (1.6) 确定 的 点 
(*,y;z) 在 此 曲线 上 ;而 此 曲线 上 任 一 点 的 坐标 都 可 由 上 的 某 个 值 
通过 方程 (1.6) 表 示 . 
例如 ， 球 面 和 + 和 多 + 全 = 天 与 Oxy 平面 相交 所 得 的 圆 的 普通 方 
程 为 
入 二 = 民 ， 


“一 0， 
而 这 个 圆 的 参数 方程 是 
X = 尺 cosp， 
下 = 一 条 < 9p 反 T. 
xz =0， 


1 志 L 4 旋转 面 
球面 可 以 看 成 一 个 半圆 绕 它 的 直径 旋转 一 周 所 形成 的 曲面 ， 现 
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在 来 研究 更 一 般 的 情形 . 

定义 1 IT 一 条 曲线 厂 绕 一 条 直线 /旋转 所 得 的 曲面 称 为 旋转 
面 ， 其 中 /7 称 为 轴 ， 三 称 为 母线 . 

如 图 3.2 所 示 ， 母 线 忆 上 每 个 点 az 绕 工 旋转 
得 到 一 个 圆 ， 称 为 纬 圆 . 纬 圆 与 办 垂直 ， 过 / 的 半 
平面 与 旋转 面 的 交 线 称 为 经 线 (或 子午 线 ).， 经线 可 
以 作为 母线 ， 但 母线 不 一 定 是 经 线 . 

已 知 轴 7/ 经 过 点 Mi (xm ,和 ,2 ) ， 方 向 向 量 为 
za(1mmm) ， 母 线 卫 的 方程 为 

人 图 3.2 
CCx,y,z) = 0. 
我 们 来 求 旋转 面 的 方程 ， 

点 M(z,y;z) 在 旋转 面 上 的 充分 必要 条 件 是 戏 在 经 过 母线 太 上 
某 一 点 M(xo,yo,z) 的 纬 圆 上 (如 图 3.2)， 即 有 母线 三 上 的 一 点 
Mo， 使 得 允 和 Mo 到 轴 ?的 距离 相等 (或 到 轴 上 一 点 Mi 的 距离 相 
等 ) ， 并 且 真 L7， 因 此 有 

人 0， 


CCxo 0 20 ) = 0， 


|MM xz =|1MM xzyl， 


(xz -xzxo) +mPy -yo)+Pnz-2z)= 0. 
从 这 个 方程 组 中 消去 参数 zx ，yo ，z ， 就 得 到 *，y，z 的 方程 ， 它 就 
是 所 求 旋转 面 的 方程 . 
现在 设 旋 转 面 的 轴 为 = 轴 ， 母 线 卫 在 0yz 平面 上 ， 其 方程 为 
= 0， 
区 7E0.， 


则 点 M(x,y,z) 在 旋转 面 上 的 充分 必要 条 件 是 


yo,zo) = 0， 
xo= 0， 
xi2 二 和 = 十 委 ， 
1.(z-z)=0. 
消去 参数 az ，yo ，zo， 得 
FwVe+Y,z) = 0. (1.7) 
(1.7) 式 就 是 所 求 旋 转 面 的 方程 ， 由 此 看 出 ， 为 了 得 到 由 0yz 平面 上 
的 曲线 三 绕 z 轴 旋转 所 得 旋转 面 的 方程 ， 只 要 将 母线 卫 在 0yz 平面 
上 的 方程 中 y 改 成 上 V 呈 + 入 ，z 不 动 . 坐标 平面 上 的 曲线 绕 坐 标 轴 
旋转 所 得 旋转 面 的 方程 都 有 类 似 的 规律 . 
例 1.1 母线 
和 民 了 六 
绕 z 轴 旋转 所 得 旋转 面 的 方程 为 
和 十 久 = 2Dpz. 
这 个 曲面 称 为 旋转 抛物 面 (如 图 3. 3 ). 
例 芽 2 母线 


绕 x 轴 旋 转 所 得 旋转 面 的 方程 为 


和 
C 刀 

这 个 曲面 称 为 旋转 双 叶 双 曲 面 (如 图 3.4). 卫 绕 y 轴 旋 转 所 得 旋转 面 

的 方程 为 


= 二. 


x+ 
包 已 


这 个 曲面 称 为 旋转 单 叶 双 曲 面 (如 图 3.5). 
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xf 


}* 
天 
图 3.4 


例 1.3 圆 
-aa) + 妈 = 关 ， 


7yY =0， 


0 <Tr<a 


绕 z 轴 旋转 所 得 旋转 面 的 方程 为 
(二 Wx2+ 色 -oa)? 十 妇 = 产 ， 
即 
(和 十 和 于) 402(X2 + 人 记 ). 

这 个 曲面 称 为 环 面 (如 图 3. 6). 

例 1.4 设 上 ) 和风 是 两 条 异 面 直 
线 ， 它 们 不 垂直 ,， 求 2 绕 1 旋转 所 得 旋 
转 面 的 方程 . 

解 设 训 和 2 的 臣 离 为 c， 以 为 
z 轴 ,1 和 岂 .的 公 垂 线 为 x 轴 ， 且 让 忆 
与 轴 的 交点 坐标 为 (ac,0,0) ， 建 立 一 个 右手 直角 坐标 系 . 设 六 的 
方向 向 量 为 w(1m,n) ， 因为 六 与 x 轴 垂直 ， 所 以 w .el =0， 得 != 
0. 因为 与 ) 异 面 ， 所 以 与 e; 不 共 线 .于 是 关 0. 因此 可 设 v 
的 坐标 为 (0,1,8) 因为 六 与 . 不 垂直 ， 所 以 ye; 关 0. 于 是 思 0. 
因此 的 参数 方程 为 


图 3.6 


X% = 
yy=t 划 -oo<i<+oo. 
ZE 


点 M(x;y,z) 在 旋转 面 上 的 充分 必要 条 件 是 


Xo 二 4， 

yo 二 了 

2z0 三 1， 

2 2 2 2 
% dyY =x%o+yo， 
4 


消去 参数 xo， yo，Zz0o，z， 侍 


好 十 认 = 0 二 友 ， 
即 
稳 2 和 到 
下 
这 是 一 个 旋转 单 叶 双 曲面 , 
习 题 3.1 


1. 求 下 列 球面 的 球 心 和 半径 : 
(1) 委 + 闪 + 下 -12x+4y 一 6z=0; 
(2) 和 + 六 + -2x+47 -6z-22=0. 
2. 求 下 列 球面 的 方程 : 
(1) 以 点 4(1,0,3) ，B(2, -1,4) 的 连 线段 为 直径 ; 
(2) 经 过 点 (1, -1,1) ，(1,2, -1) ，(2,3,0) 和 坐标 原点 ; 
(3) 经 过 点 (1,2,5) ， 与 三 个 坐标 平面 相 切 ; 
(4) 经 过 点 (2, -4,3) ， 且 包含 圆 
。 人 = 了， 
2 
3. 经 过 球面 上 一 点 与 此 点 所 作 半 径 相 垂直 的 平面 叫做 切面 . 给 
定 球 面 


8$1 球面 和 旋转 面 83 


x+ 人 +o+2x -4y+4z 一 20 =0， 
求 经 过 该 球面 上 一 点 (2,4,2) 的 切面 的 方程 . 
4. 设 平面 4x+By+Cz+D=0(4>0; B,C,D<0) 与 三 个 坐标 平 
面 组 成 一 个 四 面体 ， 求 内 切 于 这 个 四 面体 的 球面 的 方程 
5. 求 下列 圆 的 圆心 和 半径 : 
(1) 和 


2X 二 y+z+1=0; 

娄 十 闪 二 下 = 天 
(2) 1 

4x +By+Cz+D=0. 
6. 求 经 过 三 点 (3,0,0) ，(0,2,0)"，(0,0,1) ”的 圆 的 方程 . 
7. 证 明 曲 线 


X = 3sint， 
= 4sint， 
2 = 9cogst 
是 一 个 圆 ， 并 求 该 圆 的 圆心 及 半径 . 
“8. 证 明 曲 线 
2 
1 
y 三 下 一 oO< 寺 < 十 
记 
L 下 全 


表示 一 条 球面 曲线 ， 并 且 求 它 所 在 的 球面 . 
9. 求 下 列 旋 转 所 得 旋转 面 的 方程 : 


二 人 
9 0 人 旋转 ; 


| 了 
人 旋 针 ; 


EU 
(3) s-1=- 蕊 = 二 绕 z 轴 旋转 ; 


(4) x-1=- 全 = 村 绕 


竞 4 
3 和 


(5) | 本 (obieds0) 绕 z 轴 旋转 


各 二 CY 十 


=36 ， 


《6) 绕 x 轴 旋 转 ; 


| 
0) | ' 绕 7 轴 旋 转 ; 
(8) 1 

1 


《9 1) 


2=0 
(x -2) +yY =1 
z=0 


2 “ 绕 这 晶 线 的 渐 近 线 旋转 ; 
用 -二 


， 绕 y 轴 旋转 ; 


和 2 三 
(10) | ““ 绕 * 轴 放 针 


请 有 < 
多 十 YY 
(1) 到 两 定点 距离 之 比 等 于 常数 的 点 的 轨迹 ; 
(2) 到 两 定点 距离 之 和 等 于 常数 的 点 的 轨 扩 ; 
(3) 到 定 平面 和 定点 等 距离 的 点 的 轨迹 . 


8$2 ， 柱 面 和 锥 面 


2.1 柱 面 方程 的 建立 


表示 一 个 旋转 面 ， 并 且 求 它 的 母线 和 轴 . 
11. 适当 选取 右手 直角 坐标 系 ， 求 下 列 轨迹 的 方程 : 


定义 2.1 一 条 直线 1/ 沿 着 一 条 空间 曲线 5 平行 移动 时 所 形成 的 


曲面 称 为 柱 面 ， 其 中 / 称 为 母线 ，(C 称 为 准 线 . 
按 定 义 ， 平 面 也 是 柱 面 . 


对 于 一 个 柱 面 ， 它 的 准 线 和 母线 都 不 唯一 ， 但 母线 方向 唯 


去 平面 外 )， 与 每 一 条 母线 都 相交 的 曲线 均 可 作为 准 线 . 


一 ( 除 
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设 一 个 柱 面 的 母线 方向 为 w( 六 mn) 7 ， 准 线 C 的 方程 为 
人 0， 
CCX5 YY) 0. 
我 们 来 求 这 个 柱 面 的 方程 . 
点 玉 (z,y,z)7 在 此 柱 面 上 的 充分 必要 条 件 是 M 在 某 一 条 母线 
上 ， 即 有 准 线 C 上 一 点 Mu(xo, 加 ,az)7， 使 得 下 在 经 过 Mo ， 且 方向 
向 量 为 w 的 直线 上 (如 图 3.7)， 因 此 有 
玉 (xoyyozo) = 0， 
C(xoyo;zo) = 0， 


% = X%o 二 以， 


0 C 


yY = yo 十 用 L， 


z 二 z0 十 了， 图 3.7 
消去 ze，yo，z， 得 
一 局;y 一 mu 一 mn)=0， 
CUx -uiy -uiz -7U) = 0. 
再 消去 参数 上， 得 到 x*，y，z 的 一 个 方程 ， 它 就 是 所 求 柱 面 的 方程 . 
如 果 给 的 是 准 线 5 的 参数 方程 


x% = 有 岂 划 ， 
=eo， wa 和 过 上 之 D， 《2.1) 
z = 琅 (1)， 
则 同 理 可 得 柱 面 的 参数 方程 为 
X = 成 b 划 + 刀 ， 
此 = eco ye a 去 革 返 六， 运动 
一 oo<ZL<AT+o. 


z 二 不 (站 ) 十 了， 

2.2 圆柱 面 ， 点 的 柱 面 坐标 
现在 来 看 圆柱 面 的 方程 .圆柱 面 有 一 条 对 称 轴 71， 圆 柱 面 上 每 一 
个 点 到 轴 ! 的 距离 都 相等 ， 这 个 距离 称 为 圆柱 面 的 半径 .圆柱 面 的 准 


线 可 取 成 一 个 圆 C， 它 的 母线 方向 与 准 线 圆 垂直 ， 如果 知道 准 线 贺 
的 方程 和 母线 方向 ， 则 可 用 2. 1 小节 中 所 述 方法 求 出 圆柱 面 的 方程 . 


如 果 知 道 圆柱 面 的 半径 为 >， 母线 方向 为 w(1,m,mn)7， 以 及 圆柱 面 的 
对 称 轴 经 过 点 Mo(xo,yo,z) ， 则 点 MW(x,y,z) 在 此 圆柱 面 上 的 充 
分 必要 条 件 是 M 到 轴 7 的 距离 等 于 >， 即 
1 xy| 
|z| 
由 此 出 发 可 求 得 圆柱 面 的 方程 ， 特 别 地 ， 若 圆柱 面 的 半径 为 >， 对 称 
轴 为 > 轴 ， 则 这 个 圆柱 面 的 方程 为 


三 元 


好 = 六 (2.3) 
几何 空间 中 任意 一 点 M(x,y,sz) 必 在 以 
r= Vz +y 为 半径 ，z 轴 为 对 称 轴 的 圆柱 面 上 . 
如 图 3.8 所 示 ， 显 然 这 个 圆柱 面 的 参数 方程 为 
X = rcosO， 


= rsing0， 


如 二 了 双 ， 


0 和 有 <2T， 


一 <&<XT+To， 


因此 ， 圆 柱 面 上 的 点 形 被 数 对 (9,z) 所 确定 ， 从 而 几何 空间 中 任 一 
点 下 被 有 序 三 元 实数 组 (r,9,&) 所 确定 ，(r,6,x) 称 为 点 开 的 柱 面 
坐标 ， 点 好 的 柱 面 坐标 与 它 的 直角 坐标 的 关系 是 

X = rcos0， 了 过 0， 

= rsin0， 0 和 0 <2T， (2.4) 


二 也， 一 <U<r+oc. 
2.3 柱 面 方程 的 特点 


从 (2. 3) 式 看 到 ， 母 线 平行 于 z 轴 的 圆柱 面 的 方程 中 不 含 z ( 即 = 
的 系数 为 零 )， 这 个 结论 对 于 一 般 的 柱 面 也 成 立 ， 即 我 们 有 

定理 2.1 者 一 个 柱 面 的 母线 平行 于 z 轴 (x 轴 或 yY 轴 )， 则 它 的 
方程 中 不 含 z (* 或 7y); 反之 ， 一 个 三 元 方程 如 果 不 含 z (* 或 7)， 
则 它 一 定 表 示 一 个 母线 平行 于 z 轴 (x 轴 或 y 轴 ) 的 柱 面 ， 

证 明 设 一 个 柱 面 的 母线 平行 于 z 轴 ， 则 这 个 柱 面 的 每 条 母线 
必 与 Oxy 平面 相交 ， 从 而 这 个 柱 面 与 Oxy 平面 的 交 线 C 可 以 作为 准 
线 ， 设 5 的 方程 是 
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人 = 0， 
2 = 0. 
点 开 在 此 柱 面 上 的 充分 必要 条 件 是 ， 存 在 准 线 C 上 一 点 Mo (xo,yoz) ， 
使 得 下 在 经 过 于。 且 方 向 向 量 为 w(0,0,1) 的 直线 上 (如 图 3.9)， 因 
此 有 

Raxo,yo)= 0， 

所 = 10， 

X% = %0， 

7 = yo， 

2 二 20 十 也 
消去 x*，yo，zo， 得 

人 图 3.9 


名 二 取 . 


由 于 参数 w 可 以 取 任 意 实 数值 ， 于 是 得 到 这 个 柱 面 的 方程 为 
所 xy) = 0. 
反之 ， 任 给 一 个 不 含 z 的 三 元 方程 g(x,y)=0， 我 们 考虑 以 曲线 
Cv 人 = 0， 
2z=0 
为 准 线 ，z 轴 方 向 为 母线 方向 的 柱 面 . 由 上 述 讨 论 知 ， 这 个 柱 面 的 方程 
为 g&(x,y)=0. 因此 ,方程 g(x*,y)=0 表示 一 个 母线 平行 于 z 轴 的 柱 面 . 
母线 平行 于 二 轴 和 7 轴 的 情形 可 类 似 讨 论 ， 口 


例如 , 方程 二 + 姜 -1=0 表 示 母 线 平行 于 < 
轴 的 柱 面 ， 它 与 0xy 平面 的 交 线 为 


二 
图 3.10 了 
2 0 
这 条 交 线 是 椭圆 ， 因 而 这 个 柱 面 称 为 酉 圆柱 面 (如 图 3. 10 ). 


欧 
类 似 地 ， 方 程 


本 人 去 兴 ， 

包 忆 

入 +2py =0(Pp >0) 
分 别 表 示 母 线 平 行 于 z 轴 的 双 曲 柱 面 (如 图 3.11)、 抛 物 柱 面 (如 图 
3. 12) 


图 3.11 图 3.12 


2.4 锥 面 方程 的 建立 


定义 2.2 在 空间 中 ， 由 曲线 C 上 的 点 与 不 在 C 上 的 一 个 定点 
Mo 的 连 线 组 成 的 曲面 称 为 锥 面 ， 其 中 Mo 称 为 顶 
点 ，(C 称 为 准 线 ，C 上 的 点 与 Mu 的 连 线 称 为 母线 
(如 图 3. 13 ). 

一 个 锥 面 的 准 线 不 唯一 ， 锥 面 上 与 每 一 条 母 
线 都 相交 的 曲线 均 可 作为 准 线 . 


设 一 个 锥 面 的 顶点 为 Wo(xo,yo,z) ， 准 线 C 
的 方程 为 
人 = 0， 
CUx,y,z) = 0. 
我 们 来 求 这 个 锥 面 的 方程 . 


点 M(xz,y,z) (有 sa) 在 此 锥 面 上 的 充分 必要 条 件 是 1 在 一 条 
母线 上 ， 即 准 线 上 存在 一 点 和 (2 , 和 ,二 ) ， 使 得 Mi 在 直线 MoM 上 
(如 图 3. 13)， 因 此 有 
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PCx ya) = 0， 
CC ya) = 0， 
Xi = %o 十 (X 一 2%o)Z， 
和 = yo +(7 一 yo)u， 
2 二 220 二 (zz 一 20)2. 
消去 xi ，》，2 ， 得 
FP(x+(z -om)uyot+t(y -yo)zz+(z 一 2)2) = 0， 
必 +(x -x)uyo+(y-y)zzo+(z 一 20)2)= 0. 


再 消去 v， 得 到 *，y，z 的 一 个 方程 ， 它 就 是 所 求 锥 面 (除去 顶点 ) 的 
方程 . 
2.5 圆锥 面 


对 于 圆锥 面 ， 它 有 一 根 对 称 轴 /71， 它 的 每 一 条 母线 与 负 /所 成 的 
角 都 相等 ， 这 个 角 称 为 圆锥 面 的 半 顶 角 ， 与 轴 /垂直 的 平面 截 圆锥 面 
所 得 交 线 为 圆 ， 如 果 已 知 准 线 圆 方程 和 顶点 Mo 的 坐标 ， 则 用 2.4 小 季 
所 述 方法 可 求 得 圆锥 面 的 方程 .如果 已 知 顶点 的 坐标 和 轴 ! 的 方向 向 
量 w 以 及 半 顶 角 w， 则 点 MK(x,y,z) 在 圆锥 面 上 的 充分 必要 条 件 是 

〈 玩 奏 ,uw)》 = ww 或 立 -a. 
因此 有 

| cos( 玩 该。 | = cosa. (2.5) 
由 (2.5) 式 可 求 得 圆锥 面 的 方程 . 

例 2.1 求 以 三 根 坐标 轴 为 母线 的 圆锥 面 的 方程 . 

解 显然 ， 这 个 圆锥 面 的 顶点 为 原点 0， 设 轴 ! 的 一 个 方向 向 量 
为 因为 三 根 坐 标 轴 为 母线 ， 所 以 由 (2. 5) 式 得 

| ecos(el,u) | = | cos(esu) | = |ecos(es，) 上 
因此 ， 轴 /的 一 个 方向 向 量 wy 的 坐标 为 (1,1,1) 或 (1,1, -1) 或 
(1, -1,1)7 或 (1, -1 -1)7 考虑 zw 的 坐标 为 (1,1,1) ， 其 余 三 种 
情形 可 类 似 讨 论 . 
因为 点 M(x,y;,z) 在 这 个 圆锥 面 上 的 充分 必要 条 件 是 
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| ecos(0 玉 | = | cos(el,vp) | ， 
即 
| 6 到.v 二 |e az| 
| lo lo ， 
于 是 得 
XY 二 yz 十 %z = 0. (2.6) 


这 就 是 所 求 的 一 个 圆锥 面 的 方程 . 
2.6 锥 面 方程 的 特点 


方程 (2.6) 的 特点 是 “每 一 项 都 是 二 次 的 ”， 称 之 为 二 次 齐 次 方 
程 ， 如 果 令 F(x,y;,z)=xy +yY +x， 则 有 


书 ( 克 , 录 , 芝 ) = 站 (zy 上 + 和 yz 二 wz) = 刀 严 (xy yz)， (2.7) 
关系 式 (2.7) 可 反映 方程 (2.6) 是 二 次 齐 次 方程 的 这 一 特点 ， 一 般 


地 ， 有 

定义 2.3 RCx,y,z) 称 为 *，y，z 的 并 次 齐 次 函数 (” 是 整数 ) ， 
如 果 

严 ( 帮 , 妙 )z) = 如 严 (%,Y;z) 

对 于 定义 域 中 的 一 切 x，y，z 以 及 任意 非 零 实数 上 都 成 立 ， 此 时 ， 方 
程 R(xz,y,z)=0 称 为 *，y，z 的 次 齐 次 方程 . 

定理 2.2 *，7y，z 的 齐 次 方程 表示 的 曲面 (添上 原点 ) 一 定 是 以 

证 明 设 FGx,y,z)=0 是 m 次 齐 次 方程 ， 它 表示 的 曲面 添上 原点 
后 记 作 3$. 在 3 上 任 取 一 点 Mo(xo,yo,z) ，Mo 不 是 原点 ， 于 是 直线 
OMo 上 任 一 点 Mi 关 0 的 坐标 (% ,yi ,zi ) 适合 


X%1 二 %ot， 
7 = yof， ts0， (2.8) 
21 三 Z0z， 


从 而 有 
尼 (Xi yi 2 ) = 下 (xxotyyotyzot) = 六 有 (xyoz0) = 0. 
因此 Mi 在 3$S 上 ， 于 是 整 条 直线 O1M, 都 在 9 上 ， 所 以 $ 是 由 经 过 原 
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点 的 一 些 直线 组 成 的 ， 这 说 明 $ 是 锥 面 . 口 
定理 2.3 在 以 锥 面 的 顶点 为 原点 的 直角 坐标 系 中 ， 锥 面 可 以 用 
x，7y，z 的 齐 次 方程 表示 . 
证 明 从 略 . 


习 题 3.2 


1. 求 半 径 为 2， 对 称 轴 为 *= 方 = 地 的 圆柱 面 的 方程 
2. 设 圆柱 面 的 对 称 轴 为 


4 = 
yY=1+2t， 
2 二 一 3 一 21， 


且 已 知 点 Mi (1, -2,1) 在 这 个 圆柱 面 上 ， 求 这 个 圆柱 面 的 方程 . 
3. 已 知 圆柱 面 的 三 条 母线 为 
X=yY=z MX+1]=yY=z-1，YX-1=y+1l =>z， 
求 这 个 圆柱 面 的 方程 . 
4. 求 柱 面 的 方程 : 


(1) 准 线 为 
国 2z， 
母线 平行 于 x 轴 ; 
《2) 准 线 为 
局 = 4， 
50 
母线 的 方向 向 量 为 (1, -1,1) ; 


(3) 准 线 为 


1 记 十 好 = 上 
2x 和 +2 和 + = 2， 


母线 的 方向 向 量 为 (-1;0,1) ; 


YX = 2z， 
母线 垂直 于 准 线 所 在 的 平面 . 
5. 求 准 线 为 


民 十 入 ed 
2z=0 
的 圆柱 面 的 方程 . 这 样 的 圆柱 面 有 几 个 ? 

6. 求 顶点 为 (1,2,3)7， 轴 与 平面 2x*+2y7-z+1=0 垂 直 ， 且 母 
线 与 轴 所 成 的 角 为 5 的 圆锥 面 的 方程 


7. 求 顶 点 为 Mo(1,2,4) ， 轴 与 平面 2x+2y+z=0 垂 直 ， 且 经 
过 点 M,(3,2,1) 的 圆锥 面 的 方程 . 

8. 给 定 球 面 巡 + 和 认 +22+2x -4y7+4z-20=0， 求 以 (2,6,10) 
为 顶点 的 切 锥 面 的 方程 . 

9. 求 锥 面 的 方程 : 

(1) 顶点 为 (4,0, -3) ， 准 线 为 


此 
和 和 - 
必 和 
zz 二 0; 
(2) 顶点 为 原点 ， 准 线 为 


(3) 顶点 为 原点 ， 准 线 为 
x+ 从 = 3， 
罗 六 +2z-5 =0; 
(4) 顶点 为 (0,0,2R) ， 准 线 为 
全 + 和 二 2= 2Rz， 


ax+py+cz+d =0. 
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10. 已 知 锥 面 $ 的 顶点 为 (2,5,4) ，3 与 0yz 平面 的 交 线 为 一 
圆 ， 这 个 圆 的 圆心 为 (0,1,1) ， 半 径 为 2， 求 这 个 锥 面 的 方程 . 

“11. 已 知 球面 +Y + 交 =1L 的 外 切 柱 面 的 母线 垂直 于 平面 x+ 
y -2z -5 =0， 求 这 个 柱 面 的 方程 

“12. 证 明 : 球面 的 外 切 柱 面 是 圆柱 面 . 

“13. 过 x 轴 和 > 轴 分 别 作 动 平面 ， 交 角 a 是 常数 ， 求 交 线 的 轨迹 
方程 ， 并 且 证 明 它 是 一 个 锥 面 . 


8$3 二 次 曲面 


在 前 面 两 节 中 ， 我 们 对 几何 特征 很 明显 的 球面 、 旋 转 面 、 柱 面 、 
锥 面 建立 了 它们 的 方程 . 本 节 则 对 于 比较 简单 的 二 次 方程 ， 从 方程 


出 发 去 研究 图 形 的 性 质 . 
我 们 已 经 知道 ， 二 次 方程 
区 三 = 0， 和 +2py = 0 
分 别 表 示 椭 圆柱 面 、 双 曲 柱 面 和 抛物 柱 面 ， 而 二 次 方程 
总 2 
C D 


则 表示 二 次 锥 面 ， 现 在 再 研究 几 个 二 次 方程 表示 的 图 形 . 
3.1 权 球 面 
方程 


气 + 生 + 三 
C C 
表示 的 曲面 称 为 栅 球 面 . 它 有 下 述 性 质 : 

(1) 对 称 性 ， 因 为 方程 (3.1) 中 用 -* 代 *， 方 程 不 变 ， 于 是 若 点 
P(xz,y;z) 在 椭 球 面 (3.1) 上 ， 则 点 书 关 于 0yz 平面 的 对 称 点 (-x,y,z)7 
也 在 此 椭 球 面 上 ， 所 以 此 椭 球 面 关 于 0yz 平面 对 称 ， 同 理 ， 由 于 方程 
(3.1) 中 用 -y 代 y (-z 代 z) 方 程 不 变 ， 所 以 此 机 球面 关于 Ozxx 平 


=1，apc >0 (3.1) 
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面 (Oxy 平面 ) 对 称 ， 因 为 方程 (3. 1) 中 同时 用 -* 代 x*， 用 -7y 代 y， 方 程 
不 变 ， 所 以 图 形 关于 z 轴 对 称 . 由 类 似 的 理由 知 ， 图 形 关 于 y 轴 ，* 轴 也 
对 称 ， 因 为 方程 (3.1) 中 同时 用 -* 代 x*，-yY 代 7y，-z 代 z， 方 程 不 变 ， 
所 以 图 形 关 于 原点 对 称 .总而言之 ， 三 个 坐标 面 都 是 椭 球 面 (3.1) 的 对 
称 平面 ， 三 根 坐标 轴 都 是 它 的 对 称 轴 ， 原 点 是 它 的 对 称 中 心 . 
(2) 范围 .由 方程 (3.1) 立 即 看 出 
|x| 和 ac， |y| 和 52， |z| 大 ec. 


(3) 形状 ， 曲面 (3.1) 与 Oxy 平面 的 交 线 为 


和 2 入 
上 


和 .0 

这 是 在 Oxy 平面 上 的 一 个 椭圆 . 同 理 可 知 ， 曲 面 (3.1) 与 0yz 平面 
(Oxz 平面 ) 的 交 线 也 是 椭圆 . 椭 球 面 的 图 形 如 图 3. 14 所 示 . 

用 平行 于 Oxy 平面 的 平面 zx= 刀 截 曲 面 (3. 1) 得 到 的 交 线 ( 称 为 截 
口 ) 为 
人 
| 让 7 
区 
当 | 关 |<ec 时 ， 截 口 是 椭 圆 ; 当 | 关 |=e 时 ， 截 口 是 一 个 点 ; 当 | 产 | > 
c 时 ， 无 轨迹 . 

(4) 等 高 线 ， 把 平行 于 Oxy 平面 的 截 口 投影 到 Oxy 平面 上 得 到 
的 投影 线 称 为 等 高 线 ( 如 图 3. 15 ). 
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3.2 单 叶 双 坦 面 和 双 叶 双 曲 面 
方程 
ee Cpc >0 (3.2) 


表示 的 曲面 称 为 单 叶 双 曲面 . 它 有 下 述 性 质 : 

(1) 对 称 性 .三 个 坐标 面 都 是 此 图 形 的 对 称 平面 ， 三 根 坐标 轴 
都 是 它 的 对 称 轴 ， 原 点 是 它 的 对 称 中 心 ， 

(2) 范围 .由 方程 (3.2) 得 


乞 + 二 =1 区 1， 
CQ D C 
所 以 此 曲面 的 点 全 在 柱 面 
和 = 1 
CC 


的 外 部 或 柱 面 上 . 
(3) 形状 ， 此 曲面 与 Oxy 平面 的 交 线 为 


和 
避 计 
2 = 10. 
这 是 一 个 椭圆 ， 称 为 此 曲面 的 腰 椭 圆 . 

此 曲面 与 Oxz 平面 ，0yz 平面 的 交 线 分 别 为 


它们 都 是 双 曲 线 . 
此 曲面 的 平行 于 Oxy 平面 的 截 口 为 


2 汉 2 
人 有 


0 2 
2 = 网 . 
这 是 一 个 椭圆 ， 并 且 当 | 疡 | 增 大 时 ， 截 口 椭圆 的 长 、 短 半 轴 


有 
导 
心 


均 增 大 ， 单 叶 双 曲面 的 图 形 如 图 3. 16 所 示 . 
(4) 渐 近 锥 面 . 锥 面 
全 三 人 省 (3.3) 
称 为 单 叶 双 曲 面 (3.2) 的 渐 近 锥 面 ， 
用 平面 =) 截 此 锥 面 ， 截 口 为 椭圆 
攻 
C 


落 人 


这 个 椭圆 的 长 、 得 半 轴 分 别 为 
o" = 二 | 无 | 多 = 0 -一 一 


C C 
因为 
n 刀 | 天 | C 
-ao =a 几 + 二 一 4 二 
人 到 ，| | 
下 于 


C 


QQ 


所 以 jim.(o -wo)=0. 同 理 ，j 扣 .(2 -的 )=0 这 说 明 ,， 当 | | 无 
限 增 大 时 ， 单 叶 双 曲面 的 截 口 椭圆 与 它 的 渐 近 锥 面 的 截 口 枯 圆 任意 
接近 ， 即 单 叶 双 曲面 与 它 的 渐 近 锥 面 无 限 地 任意 接近 . 
方程 
人 cap,c >0 (3.4) 
CQ 已 C 
表示 的 图 形 称 为 双 时 双 曲 面 . 它 有 下 述 性 质 : 
(1) 对 称 性 ， 关于 坐标 面 、 坐 标 轴 、 原 点 均 对 称 . 
(2) 范围 ， 由 方程 (3.4) 得 |z| ><. 
(3) 形状 ， 些 曲面 与 Oxy 平面 无 交点 ， 与 0zx 平面 ，0yz 平面 的 


交 线 分 别 为 


它们 都 是 双 曲 线 . 用 平面 z= (| 六 | >e) 去 截 此 曲 
面 得 到 的 截 口 为 


和 Js 刀 _ 
已 总 学 
2 = 用. 
这 是 一 个 椭圆 或 一 个 点 双 叶 双 曲 面 的 图 形 如 图 
3. 17 所 示 ， 

(4) 渐 近 锥 面 . 锥 面 


有 
也 是 双 叶 双 曲 面 (3.4) 的 渐 近 锥 面 . 
3.3 椭圆 抛物 面 和 双 曲 抛物 面 


方程 


当 
名 
本 图 3.17 


一 + 寻 =2z，pq>0 (3.5) 


表示 的 曲面 称 为 椭圆 抛物 面 . 它 有 下 述 性 质 : 
(1) 0xmx 平面 ，07z 平面 是 它 的 对 称 平面 ; z 轴 是 它 的 对 称 轴 . 
(2) 范围 .由 方程 (3.5) 得 z>0. 
〈3) 形状 ， 它 与 0zx 平面 ，0yz 平面 的 交 线 分 别 为 
人 2pz， | 人 29z， 
7yY =0， X =0， 
它们 都 是 抛物 线 . 用 平面 z= 央 (j>0) 去 截 此 曲面 得 到 的 截 口 为 
二 二 = 27， 
也 2 
2 = 天. 
它 是 一 个 椭圆 或 一 个 点 ， 椭 圆 抛物 面 的 图 形 如 图 3. 18 所 示 . 


邱 - 攻 = 2z， p;q>0 (3.6) 
表示 的 曲面 称 为 双 曲 抛物 面 (或 马鞍 面 ). 

Ozx 平面 和 0yz 平面 都 是 双 曲 抛物 面 (3.6 ) 
的 对 称 平面 ，z 轴 是 它 的 对 称 轴 . 


双 曲 抛物 面 (3. 6) 与 Oxy 平面 的 交 线 为 
和 

图 3.18 4 
zz = 0. 


这 是 一 对 相交 直线 (经 过 原点 )， 双 曲 抛物 面 (3. 6) 与 Ozx 平面 ，Oyz 
平面 的 交 线 分 别 为 


2Dz， 
yY= 0， X= 0. 
它们 都 是 抛物 线 ， 用 平面 z= 岂 (hs0) 去 截 此 曲面 ， 得 到 的 截 口 为 
0 
4 
和 
这 是 双 曲 线 ， 当 玉 >0 时 ， 实 轴 平 行 
于 x* 轴 ; 当 )<0 时 ， 实 轴 平 行 于 y 轴 
(如 图 3. 19 ). 
“= -2qz， 


当 平行 移动 折 物 线 |。-0 “使 


巡 =2pz， 
它 的 顶点 沾 擅 物 线 | -0 "移动 时 ， 
便 得 到 马鞍 面 (3.6)， 这 是 因为 ， 点 玉 图 3 地 
(x,y,z)7 在 此 轨 六 上 的 充分 必要 条 件 是 ， 在 以 抛物 线 
Re 2pz， 
y=0 


上 的 一 个 点 MU(Cxzo yo 20) 为 顶点 且 轴 平行 于 z 轴 ， 形状 、 开口 与 
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放 = -20z， 
% = 0 
一 样 的 抛物 线 上 ， 即 有 


0 = 2pzo ， 
yo= 0， 
六 =-29(z -0)， 


消去 zx，yo，z ， 得 到 


2 
即 世 - 灶 =2z 
也 


3.4 二 次 曲面 的 种 类 
到 目前 为 止 ， 我 们 学 过 的 二 次 曲面 有 以 下 17 种 : 


一 、 椭 球面 

(1) 杭 球 面 ; 0 
Ga ” 1 C 

(2) 虚 科 球面 : 5+ 生 + 1 

(3) 点 : 2 
CC pb C 

二 、 双 曲面 

(4) 单 叶 双 曲面 ; 人 
CQ D C 

(5) 双 叶 双 曲 面 : 二 二 人 和 和 可 
C 已 C 

三 、 抛 物 面 


(6) 椭圆 抛物 面 : 二 二 业 = 2 
P 1? 
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(7) 双 曲 抛物 面 : 2 二 2z. 
也 2 

四 、 二 次 锥 面 

(8) 二 次 锥 面 : 二 
C 忆 C 

五 、 二 次 柱 面 

(9) 类 圆柱 面 ， 邱 + 拓 = 1 

(10) 上 本 圆柱 面 ， 所 + 生 = -1 

(11) 直线 ; 2 
Ca 已 

(12) 双 曲 桂 面 ; 人 
CC 

(13) 一 对 相交 平面 扎 - 生 = 0; 


(14) 抛物 柱 面 : 和 = 2pyi 

(15) 一 对 平行 平面 : 只 = 0 i 

(16) 一 对 虚 平 行 平面 : 巡 = -0 

(17) 一 对 重合 平面 : 忆 = 0. 

我 们 可 以 证 明 二 次 曲面 只 有 这 17 种 ,证 明 可 参看 《高 等 代数 》 
( 丘 维 声 著 ， 科 学 出 版 社 ，2013 年 ) 第 506 ~ 509 页 ， 


习 题 3.3 
1. 已 知 椭 球面 的 对 称 轴 与 坐标 轴 重 合 ， 且 经 过 李 贺 


Ze ， 


以 及 点 NM(1,2, Vv23)7， 求 这 个 椭 球面 的 方程 . 
2. 已 知 顶 圆 抛物 面 的 顶点 为 原点 ， 对 称 平面 为 0zx 平面 和 0yz 
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平面 且 经 过 点 (1,2,5)7 和 (村 ,-1,1) ， 求 这 个 酉 贺 抛 物 面 的 
方程 
3. 已 知 马鞍 面 的 较 点 为 原点 ， 对 称 平面 为 0zx 平面 和 0yz 3 


且 经 过 点 (1,2,0)” 和 | 子 ，- 1，- 1 ， 求 这 个 马 蒂 面 的 方程 . 


4. 求 经 过 两 条 抛物 线 
aa 和 Ja 
2 E=30 x& =0 
的 二 次 曲面 的 方程 . 
5. 给 定 方程 
和 入 _ 
把 下 人 
间 : 当 上 大 取 异 于 性 ， 包 ，e 的 各 种 实数 值 时 ， 它 表示 怎样 的 曲面 ? 
6. 适当 选取 坐标 系 ， 求 下 列 轨 迹 的 方程 : 
(1) 到 两 定点 距离 之 差 等 于 常数 的 点 的 轨迹 ; 
(2) 到 一 定点 和 一 定 平 面 (定点 不 在 定 平面 上 ) 距 离 之 比 等 于 常 
数 的 点 的 轨迹 ; 
(3) 设 有 一 个 固定 平面 和 垂直 于 它 的 一 条 定 直 线 ， 求 到 定 平面 
与 到 定 直 线 的 距离 相等 的 点 的 轨迹 ; 
(4) 求 与 两 给 定 直 线 等 距离 的 点 的 轨迹 ， 已 知 两 直线 的 距离 为 
aa， 奕 角 为 a. 
7. 设 一 个 定点 与 一 条 二 次 曲线 不 在 同一 平面 上 ， 证 明 : 以 定点 
为 项 点， 这 条 二 次 曲线 为 准 线 的 锥 面 是 二 次 曲面 . 
“8. 由 椭 球 面 


六 


面 ， 


1，a>pb>oce>0， 


| 
C 忆 cC 
的 中 心 0 任意 引 三 条 相互 垂直 的 射线 ， 与 椭 球 面 分 别 交 于 P ，P.,， 


P,， 设 10651=， (=1,2,3)， 证 明 : 


工 工 工 开 1 
二 2 
站 3 C 


“9. 证 明 用 经 过 坐标 轴 的 平面 和 椭 球 面 
7 
0 


相 堆 时 ， 有 且 仅 有 两 条 截 口 曲 线 是 圆 ， 并 说 明 这 两 张 截面 的 位 置 . 


aa>pD>ece>0 


84 直 纹 面 


我 们 看 到 ， 柱 面 和 锥 面 都 是 由 直线 组 成 的 ， 这 样 的 曲面 称 为 直 
纹 面 ， 确切 地 说 : 
定义 4.1 一 曲面 8 称 为 直 纹 面 ， 如 果 存 在 一 族 直线 ， 使 得 这 一 
族 中 的 每 一 条 直线 全 在 S 上 ， 并 且 S 上 的 每 个 点 都 在 这 一 族 的 某 一 
条 直线 上 .这样 一 族 直 线 称 为 3 的 一 族 直 母 线 
二 次 曲面 中 哪些 是 直 纹 面 ? 二 次 柱 面 (9 种 ) 和 二 次 锥 面 (1 种 ) 
都 是 直 纹 面 ， 椭 球面 (3 种 ) 不 是 直 纹 面 ， 因 为 它 有 界 . 双 叶 双 曲 面 
不 是 直 纹 面 ， 因 为 当 它 由 方程 (3.4) 给 出 时 ， 平 行 于 Oxy 平面 的 直线 
不 可 能 全 在 $S 上 ， 与 Oxy 平面 相交 的 直线 也 不 会 全 在 9 上， 类 似 地 
可 知 ， 柳 圆 抛 物 面 不 是 直 纹 面 . 剩 下 2 种 二 次 曲面 : 单 叶 双 曲面 和 
双 曲 抛物 面 ， 我 们 现在 来 说 明 它们 都 是 直 纹 面 . 
定理 4.1 单 叶 双 曲面 和 双 曲 抛物 而 都 是 直 纹 面 . 
证 明 设 单 叶 双 曲 面 $ 的 方程 是 
多 
ER (4. 工 ) 


点 用。(xo yo ;2 在 单 叶 双 曲面 $ 上 的 充分 必要 条 件 是 


移 项 并 且 分 解 因 式 ， 得 


ee 


即 
0 1+ 也 
5 = 0 (4.3) 
1 加 和 2 
D Q C 
或 
Ce = 0. (4.4) 
1 + 2 0 20: 
2 Q@ C 


因为 1 + 地 三 -人 不 全 为 零 ， 所 以 方程 组 


全 和 于 
亿 C D 


0- 革 伍 - 权 r-。 
六 Q C 


(4.5) 


是 , 了 的 一 次 齐 次 方程 组 .由 (4.3) 式 知 ， 方 程 组 (4.5) 有 非 零 解 ， 
即 存在 不 全 为 零 的 实数 wo ， Zo ， 使 得 


人 
站 Q 


C 


这 表明 点 Wo 在 直线 
ee 
ee- 漳 + 全 - 悦 -。 

上 ， 现在 考虑 一 族 直线 : 

允 (于 + 码 j+zll + 过 | = 0 
(4.7) 
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其 中 心 y 取 所 有 不 全 为 零 的 实数 若 ( ,mm ) 与 (az2) 成 比例 ， 则 
它们 确定 直线 族 (4.7) 中 的 同一 条 直线 ; 车 它们 不 成 比例 ， 则 它们 确 
定 不 同 的 直线 .所 以 直线 族 (4.7) 实 际 上 只 依赖 于 一 个 参数 : 人 与 ? 
的 比值 ， 上 面 证 明了 : 单 叶 双 曲 面 $ 上 的 任 一 点 Mo 在 直线 族 (4. 7) 
的 某 一 条 直线 (4. 6) 上 ， 现 在 从 直线 族 (4.7) 中 任 取 一 条 直线 四， 它 
对 应 于 (后 , 思 ) ， 且 在 二 上 任 取 一 点 Mi (xi yt2) ， 则 有 


(4.8) 


ee -到 :位 - 芭 "。 
因为 岂 ，z 不 全 为 零 ， 所 以 (4.8) 式 说 明 二 元 一 次 齐 次 方程 组 
车 je 到 ra 


C 忆 


6- 到 位 - 汉 r-。 


有 非 零 解 ， 从 而 方程 组 (4. 9) 的 系数 行列 式 等 于 零 ， 于 是 ， 由 本 证 明 
的 开始 部 分 知 ，M (xy za) 7 在 单 叶 双 曲 面 S 上 ， 所 以 ，3 是 直 纹 
面 ， 且 直线 族 (4.7) 是 它 的 一 族 直 母 线 . 

类 似 地 ， 用 (4.4) 式 可 得 $ 的 另 一 族 直 母 线 ， 


(4.9) 


(4. 10) 


其 中 由 ，z 取 所 有 不 全 为 零 的 实数 (如 图 3. 20) 
类 似 的 方法 可 以 证 明 双 曲 抛物 面 也 是 直 纹 面 ， 若 它 的 方程 是 


志 - 半 =2z， (4. 11) 
D 4 
则 它 有 两 族 直 母 线 : 
生 + 寺 |+2A =0 
央 (4. 12) 
Zz 十 从 生 - 寺 |=0 
(二 - 司 


(4. 13) 


SN A 

AN NS oO| 一 AAA 

光 K 和 二 
过 > 一 


习 题 3.4 


浊 村 2 
1. 求 单 叶 双 曲面 村 下 =11 的 经 过 点 (2,3, -4)7 的 直 母 线 . 


2. 求 直线 族 


] -1 0 
所 形成 的 曲面 . 

3. 求 与 下 列 三 条 直线 同时 共 面 的 直线 所 构成 的 曲面 : 
= 1 和 = 一 工 和 一 2 + zz+2 
/1 : /2 : 0 : = 工 二 ， 

Us 
4. 求 所 有 与 直线 

-0_ 7 _ 2z-1 和 1 


0 3 
都 共 面 ， 且 与 平面 


T:2x+3y -5 =0 
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平行 的 直线 所 构成 的 曲面 的 方程 . 
5. 设 有 直线 上 和 六， 它们 的 方程 分 别 是 


和 


本 区 381， 
y= 一 1+2t， -> 
二 97 


z = 一 已 
求 所 有 由 履 ， 凡 上 有 相同 参数 值 寺 的 点 的 连 线 所 构成 的 曲面 的 方程 ， 
6. 证 明 : 马 通 面 同族 的 所 有 直 母 线 都 平行 于 同一 个 平面 ， 并 且 
同族 的 任意 两 条 直 母 线 异 面 
7. 证 明 : 马鞍 面 异 族 的 任意 两 条 直 母 线 必 相交 . 
“8. 证 明 ， 单 叶 双 曲面 同族 中 的 任意 三 条 直 母 线 都 不 平行 于 同一 
个 平面 
“9. 证 明 : 单 叶 双 曲面 同族 的 两 条 直 母 线 异 面 . 
“10. 证 明 : 单 叶 双 曲 面 异 族 的 两 条 直 母 线 共 面 . 
11. 求 马鞍 面 的 正 交 直 母 线 的 交点 轨迹 , 
“12. 给 定单 叶 双 曲面 
人 
Q C 
求 经 过 8 上 一 点 Mo(xo,yo,a)7， 沿 方向 (X,Y,Z) 的 直线 是 $ 的 直 
母线 的 条 件 ， 由 此 证 明 : 经 过 $ 上 每 一 点 恰 有 两 条 直 母 线 . 
“13. 证 明 : 单 叶 双 曲面 的 每 条 直 母 线 都 与 腰 焕 圆 相 交 ， 
“14. 设 刀 ， 是 异 面 直线 ， 它 们 都 与 Oxy 平面 相交 ， 证 明 : 与 
1 ,2 都 共 面 ， 并 且 与 Oxy 平面 平行 的 直线 所 构成 的 曲面 是 马鞍 面 ， 
“15. 设 三 条 直线 站， 六 ,5 两 两 异 面 ， 并 且 平 行 于 同一 平面 ， 证 
明 : 与 二 , 2 ,都 相交 的 直线 所 构成 的 曲面 是 马鞍 面 . 
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s.1 末 空 间 图形 常 用 的 三 种 方法 
在 纸 上 画 空间 图 形 时 ， 常 用 的 有 以 下 三 种 方法 : 
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(1) 斜 二 测 法 ( 即 斜 二 等 轴 测 投影 法 ).， 让 z 轴 垂直 向 上 ，y 轴 水 
平 向 右 ，* 轴 与 y 轴 ，z 轴 分 别 成 135" 角 ， 规定 y 轴 与 z 轴 的 单位 长 
度 相等 ， 而 * 轴 的 单位 长 度 为 7 轴 的 单位 长 度 的 一 半 ( 如 图 3. 22). 

〈2) 正 等 测 法 ( 即 正 等 轴 测 投影 法 )，、 让 z 轴 垂直 向 上 ，x 轴 ，y 
输 ，z 轴 两 两 成 120" 角 .， 规定 三 根 轴 的 单位 长 度 相 等 (如 图 3. 23 )， 


一 上 -一 一 
O 1 消 
1 
世 
图 3.22 图 3.23 


(3) 正二 测 法 ( 即 正二 等 轴 测 投影 法 )， 让 = 轴 垂 直 向 上 ，* 轴 与 
= 轴 的 来 角 为 90" + ae， 其 中 “是 锐角 ， 上 且 tane~ 蕊 ; y 轴 与 z 轴 的 夹 
角 为 99*+B， 其 中 及 是 锐角 ， 且 tan8~ 工 ， 规 定 z 轴 和 y 轴 的 单位 长 
度 相等 ， 而 * 轴 的 单位 长 度 为 了 轴 的 单位 长 度 的 一 半 ( 如 图 3.24)， 
有 时 也 让 * 轴 与 = 轴 夹 角 为 90" +B， 其 中 tan8~ 工 ;了 轴 的 负 向 与 


轴 的 夹 角 为 90。 + aw， 其 中 tana ~ 二 此 时 >x 轴 与 z 轴 的 单位 长 度 相 
等 , y 轴 的 单位 长 度 为 z 轴 的 单位 长 度 的 一 半 ( 如 图 3.25)， 


2 


一 般 来 说 ， 采 用 正二 测 法 画 出 的 图 形 较 遥 真 .我 们 现在 用 正二 
测 法 画 空间 中 的 一 个 圆 ， 它 的 方程 是 
人 + 人 2 = 


汞 二:: 
先 过 点 M(0,2,0) "分别 作 = 轴 和 =* 轴 的 平行 线 ， 并 截取 ME = ME =1 
(z 轴 的 单位 长 度 ) ， 鹤 取 MEF = MP =1(x 输 的 单位 长 度 )， 过 刁 ， 
忆 ， 下 ，F 分 别 作 x 轴 和 = 轴 的 平行 线 ， 相 交 成 一 个 平行 四 边 形 4B- 
CD， 再 作 它 的 内 切 柳 圆 ， 使 切 点 为 马 ， 已 ， 下 ， 玉 ， 则 所 画 的 这 个 内 
切 查 圆 就 是 我 们 所 要 画 的 空间 中 的 圆 ， 如 图 3. 26 所 示 ( 注 : 在 画 出 
直线 BFB'，FF' 后 ， 也 可 用 描 点 法 画 出 我 们 所 要 画 的 圆 ). 


图 3.26 


画 空 间 中 的 椭圆 的 方法 与 上 述 类 侯 ， 表 空间 中 的 双 晶 线 或 抛物 
线 时 ， 先 画 出 它们 所 在 的 平面 ( 若 它 平行 于 坐标 面 ， 则 类 似 于 上 述 画 
直线 BFB' 和 FF') ， 然 后 在 这 个 平面 内 用 描 点 法 画 出 双 曲 线 或 抛物 
线 ， 我们 已 经 会 画 空间 中 的 顶 圆 、 双 曲线 、 抛 物 线 ， 从 而 也 就 容易 
画 出 8 3 中 用 标准 方程 给 出 的 二 次 曲面 了 ， 例 如 ， 画 单 叶 双 曲面 

0 

2 已 2 多 
只 要 先 画 出 用 z= +e 截 曲面 所 得 的 截 口 椭圆 以 及 腰 枯 圆 ， 再 画 出 曲 
面 与 0zx 平面 和 0yz 平面 相交 所 得 的 双 曲 线 ， 最 后 画 出 必要 的 轮廓 
线 就 可 以 了 (如 图 3. 16). 
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s.2 曲线 在 坐标 平面 上 的 投影 ， 遇 面 的 交 线 的 画 法 


空间 中 任 一 点 开 以 及 它 在 三 个 坐标 平面 上 的 投影 点 ，11. ， 
aa 这 四 个 点 中 ， 只 要 知道 了 其 中 两 个 点 ， 就 可 以 画 
出 另外 两 个 点 .譬如 ， 若 知道 了 Ms ， 季 两 个 点 ， 则 4 
只 要 分 别 过 Ma ，M 画 出 投影 线 ( 平 行 于 相应 坐标 轴 
的 直线 ) ， 它 们 的 交点 就 是 点 M， 再 过 M 画 投 影 线 A 放 
(平行 于 z 轴 )， 它 与 Oxy 平面 的 交点 就 是 点 il ( 如 
图 3. 27 ). 

根据 上 述 道理 ， 为 了 画 出 两 个 曲面 的 交 线 忆 ， 就 只 要 先 画 出 下 
上 每 个 点 在 某 两 个 坐标 面 上 的 投影 . 

曲线 忆 上 的 所 有 点 在 Oxy 平面 上 的 投影 组 成 的 曲线 称 为 盖 在 
Oxy 平面 上 的 投影 ， 显然， 曲线 也 在 Oxy 平面 上 的 投影 就 是 以 太 为 
准 线 、 母 线 平行 于 z 轴 的 柱 面 与 0xy 平面 的 交 线 ， 这 个 柱 面 称 为 下 
沿 z 轴 的 投影 柱 面 ， 类 似 地 ， 可 考虑 三 在 0zx 平面 和 0yz 平面 上 的 投 


例 5.1 求 曲线 


图 3.27 


产 Wu (3.1) 

2 + 和 一 2x =0 (5.2) 

在 各 坐标 平面 上 的 投影 的 方程 ， 并 且 画 出 曲线 入 及 其 在 各 坐标 面 上 
的 投影 (曲线 忆 称 为 维 维 安 尼 曲线 ). 

解 王 沿 z 轴 的 投影 柱 面 的 方程 应 当 不 含 z， 且 忆 上 的 点 应 适合 

这 个 方程 ， 显 然 方程 (5.2) 就 符合 要 求 ， 但 是 要 注意 ， 一 般 说 来 ， 投 

影 柱 面 可 能 只 是 柱 面 (5.2) 的 一 部 分 ， 这 要 根据 曲线 忆 上 的 点 的 坐 

标 有 娜 些 限 制 来 决定 ， 对 于 本 题 来 说 ， 由 方程 (5.1) 知 ， 六 上 的 点 应 

满足 


|* | 大 2， 1y| 和 2， |z| 三 2. 
显然 满足 方程 (5.2) 的 点 均 满 足 这 些 要 求 ， 因 此 整个 柱 面 (5.2) 都 是 
忆 沿 z 轴 的 投影 柱 面 ， 从 而 一 在 0Oxy 平 面 上 的 投影 的 方程 是 


妆 喇 
支 沐 巡 二 
『 十 和 4 =0， (5.3) 


2 = 0. 
为 了 求 厂 沿 y 轴 的 投影 柱 面 ， 应 当 从 三 的 方程 中 设法 得 到 一 个 
不 含 y 的 方程 ， 用 方程 (5. 1) 减 去 方程 (5.2) 即 得 
刀 +2x = 4. (S.4) 
由 于 三 上 的 点 应 满足 |z| 2， 所 以 琴 沿 y 轴 的 投影 柱 面 只 是 柱 面 
(5.4) 中 满足 |z| 三 2 的 那 一 部 分 ， 于 是 ,， 卫 在 0xx 平面 上 的 投影 的 
方程 是 


2+2x = 4， 
| 人 3 
y = 0， 
其 中 |z| 友 2. 
类 似 地 ， 可 求 得 下 在 0yz 平面 上 的 投影 的 方程 为 
-~-2) = 4， (5. 6) 
X = 0. 


三 在 0xy 平面 上 的 投影 是 一 个 圆 ， 在 0zx 平面 上 的 投影 是 殷 物 线 
的 一 段 ， 这 两 个 投影 比较 好 画 ， 因 此 先 画 出 了 的 这 两 个 投影 ， 然 后 就 
可 画 出 曲线 三 以 及 它 在 0yz 平面 上 的 投影 ， 由 于 曲线 忆 关 于 Oxy 平面 
对 称 ， 所 以 我 们 只 画 出 0xy 平面 上 方 的 那 一 部 分 ， 如 图 3. 28 所 示 . 


图 3.28 
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例 5.2 求 曲 线 
太 ， ee (5.7) 
2x -2 +3 = 0 (3 8 
在 Oxy 平面 和 0Ozx 平面 上 的 投影 的 方程 ， 并 且 画 出 这 两 个 投影 和 曲 
线 卫 (在 0Oxy 平面 上 方 的 部 分 ). 
解 ” 先 看 忆 上 的 点 的 坐标 有 哪些 限制 .从 方程 (5.7) 得 
lx 大 |z|，|yls<lz|， 
再 代 人 方程 (5.8) 中 得 
0=2x- 好 +3 
< 和 2x -和 +3 
=-(x -1) +4， 
于 是 得 
- 工 和 x% 近 3. 
厂 在 Oxy 平面 上 的 投影 的 方程 为 
DO 


(S.9) 
2 = 0; 
在 Ozxx 平面 上 的 投影 的 方程 为 
+3=0， (5.10) 
7 = 0， 


其 中 -1 和 xx 和 3. 画 出 的 图 形 如 图 3. 29 所 示 . 


图 3.29 


s.3 曲面 所 围 成 的 区 域 的 画 法 

几 个 曲面 或 平面 所 围 成 的 空间 的 区 域 可 用 几 个 不 等 式 联 立 起 来 
表示 .如 何 画 出 这 个 区 域 呢 ? 关键 是 要 画 出 相应 曲面 的 交 线 ， 随 之 ， 
所 求 区 域 就 表示 出 来 了 . 

例 $.3 用 不 等 式 组 表示 出 下 列 曲面 或 平面 所 围 成 的 区 域 ， 并 
画图 : 


下 


入 +y = 2z， 
让” = 4x， 
xz = 0. 
解 盖 +y=2z 是 椭圆 抛物 面 ，* + =4x 是 圆柱 面 ，z = 0 是 
Oxy 平面 ， 因 此 它们 所 围 成 的 区 域 应 当 在 Oxy 平面 上 及 其 上 方 ， 在 
椭圆 抛物 面 上 及 其 外 部 ， 在 圆柱 面 上 及 其 内 部 ， 于 是 这 个 区 域 可 表 
示 成 


2z20， 
| + 和 之 2z， (5. 11) 
和 十 欠 二 4x. 


为 了 画 出 这 个 区 域 ， 关 键 是 要 画 出 椭圆 抛物 面 与 圆柱 面 的 交 线 


让 | 这 (5. 12) 
和 十 入 = 4X， 
三 在 Oxy 平面 上 的 投影 的 方程 为 
人 En (5. 13) 
2 二 0; 

在 0zxx 平面 上 的 投影 的 方程 为 
人 让 二 过 过 (5.14) 

7 = 0， 


由 二 的 两 个 投影 可 画 出 忆 ， 再 画 出 圆柱 面 和 椭圆 抛物 面 ， 则 所 求 的 
区 域 就 画 出 来 了 (如 图 3. 30). 
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图 3.30 
习 题 3.5 
1. 表 出 下 列 曲 面 : 
(1) 和 -yy=0; (2) 4o +4 和 -人 = 0; 
汉 2 
多 2 2 .1， 乞 _ 2_ 2- 1]，. 
(3 ) 二 +7 +2 = 1 (4) +7 和 1 ; 
2 2 和 2 的 
> 二 2 到 
人 生生 
区 
人 
wa 


2. 求 下 列 曲线 在 Oxy 平面 和 0yz 平面 上 的 投影 的 方程 ， 并 且 


画 


出 这 两 个 投影 和 曲线 本 身 : 


2 人 2 2 
2X +?y = 4， X +Y = 4， 
全 (2) | 
7 +T2z = 工 ; 2 := 275 


3. 求 下 列 曲线 在 Oxy 平面 和 Ozx 平面 上 的 投影 的 方程 ， 并 且 画 
出 这 两 个 投影 和 曲线 本 身 : 


汲 总 之 
好 十 记 一 人 = 0， 人 
《11) 的 (2) 116 12 4 
2x -2 +1T1 = 0; 
X-z=0; 


z = 4 -双开 太 ， 
《3 ) ER 
多 3 + 覆 7 
4. 用 不 等 式 组 表达 下 列 曲面 或 平面 所 围 成 的 空间 区 域 ， 并 且 
图 : 
(1) 和 + 放 =16，z=x+4，z = 0; 
(2) 妇 + 放 = 4 证 有 = 1 
(3) 和 娄 二 和 + 有 = 从 二 人 = 4z. 
5. 画 出 下 列 不 等 式 组 表示 的 区 域 : 
(1) 和 妇 十 妇 委 1， 凶 二 攻 过 1 开 ，Y 


(2) 娄 二 从 4z，%+Yy 和 1,，xY0，7 


司 


第 四 章 坐标 变换 


前 两 章 我 们 在 选 定 的 一 个 坐标 系 中 研究 平面 、 直 线 和 曲面 .但 
是 ,在 许多 情形 中 ,往往 在 事先 给 定 的 坐标 系 中 一 个 图 形 的 方程 比 
较 复 杂 ， 这 时 我 们 需要 选择 另 一 个 合适 的 坐标 系 ， 使 这 个 图 形 的 方 
程 变 得 比较 简单 . 为 此 ， 就 需要 研究 同一 个 点 在 两 个 坐标 系 中 的 坐 
标 之 间 的 关系 .这样 的 关系 式 称 为 坐标 变换 公式 ， 本 章 就 是 研究 坐 
标 变 换 公 式 及 其 应 用 . 
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11 点 的 仿 射 坐标 变换 公式 


平面 上 给 了 两 个 仿 射 坐标 系 : [03;d ,和 ] 和 [ 0354; , 必 ]， 为 方便 
起 见 ， 前 一 个 称 为 旧 坐 标 系 ， 简 记 作 工 ;， 后 一 个 称 为 新 坐标 系 ， 简 
记 作 开 ， 点 M (或 向 量 a) 在 工 中 的 坐标 称 为 它 的 工 坐 标 (或 旧 坐标 ) ， 
在 工 中 的 坐标 称 为 它 的 开 坐 标 (或 新 坐 


标 ) ， 为 了 研究 同一 个 点 开 的 工 坐 标 与 I 到 ， 
坐标 的 关系 ,首先 要 明确 工 与 开 的 相对 所 0 
位 置 . 

设 下 的 原点 0' 的 工 坐标 是 (mo)7， 2 全 
开 的 基 向 量 di,42 的 工 坐 标 分 别 是 图 41 


(ou,a) ，(cayaz) 7， 现在 我 们 来 求 点 
玫 的 工 坐标 (*,y) 与 它 的 下 坐标 (xy) 之 间 的 关系 ， 如 图 4.1 所 
示 ， 因 为 

5 及 = 007+ 0 及 = (ad + 放 硬 ) + (2 tr ) 


上 


(xoGdi + yod2 ) 十 X (aadi + aaid2) 十 Y (ad + ad ) 


(anx + Cioy 十 %o)Gi 十 (aaix + ay + yo)02， 


所 以 
E = CIX' 十 Qiay 二 %o， 0 
和 二 CalX 7 去 Gazy” 十 Yo. 
公式 (1.1) 称 为 平面 上 坐标 系 工 到 下 的 点 的 仿 射 坐标 变换 公式 ， 它 把 
任意 一 点 下 的 工 坐 标 *，7y 表示 成 它 的 匡 坐 标 迪 ，y 的 一 次 多 项 式 . 
定理 和.1 平面 上 点 的 仿 射 坐标 变换 公式 (1.1) 中 的 系数 行列 式 
不 等 于 零 ， 即 


Ca21 Cao2 
证 明 假如 (1.1) 中 系数 行列 式 等 于 零 ， 则 由 第 一 章 的 命题 2.1 
知 ， 直 与 收 共 线 ， 矛 盾 .， 所 以 结论 成 立 . 口 
由 于 公式 (1.1) 中 系数 行列 式 ( 记 作 疡 ) 不 等 于 零 ， 因 此 公式 
(1.1) 看 成 交 ，7y' 的 方程 组 可 以 求 得 唯一 解 : 


加 工 
% /一 万 二 万 (azx 一 Qiaoy 一 Q22X0 十 Qiayo ) 
7 一 yo 0%2 
j 1T Zn X 一 %0 下 
y “= 万 万 aaiX% 十 GUY 十 0alXo 一 Gilyo ). 
Ca21 几 一 示人 


(1.2) 
公式 (1.2) 是 把 平面 上 任意 一 点 夏 的 下 坐 标 *，yY” 表示 成 它 的 工 坐 
标 *，y 的 一 次 多 项 式 ， 称 它 是 平面 上 坐标 系 开 到 工 的 点 的 仿 射 坐标 
变换 公式 . 

1.2 向 量 的 仿 射 坐标 变换 公式 

现在 我 们 来 看 平面 上 的 向 量 关 的 工 坐标 (z,o) 7 与 它 的 下 坐 标 
(2 之 间 的 关系 . 设 严 =MHM， 其 中 对 的 工 坐 标 为 (zx 入) ， 
下 坐标 为 (xy 70=1,2)， 则 有 


Ta 于 芝 间 了 
妈 三 %2 一 %i 三 (ax2 十 Clay2 十 Xo) 一 (cixi+ Qiayi+x%o) 
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= aa(z2-%i)+ ao(y2 一 1) = aa + aaz， 
2= Jo 一 和 =(aatxgs+ Qaoy2t+yo)- (aaxzi+ ayi+yo) 
= a2lU' + ao0 ， 
即 
= QU + aa0 ， 01.3) 
2 = aalL 二 ao0 
公式 (1. 3) 称 为 平面 上 坐标 系 工 到 工 的 向 量 的 仿 射 坐 标 变换 公式 ， 它 
把 任意 一 向 量 严 的 工 坐标 zx，" 表示 成 它 的 下 坐标 之 ，>w 的 一 次 齐 次 
多 项 式 ( 即 没 有 常数 项 ) ， 这 是 与 点 的 坐标 变换 公式 不 同 的 地 方 . 平 
面 上 的 点 和 向 量 是 有 本 质 区 别 的 两 种 对 象 ， 如 果 只 从 一 个 坐标 系 来 
看 ， 则 点 和 向 量 的 坐标 都 是 有 序 实数 对 ， 看 不 出 点 和 向 量 的 区 别 . 
但 是 ， 如 果 取 两 个 仿 射 坐标 系 ( 它 们 的 原点 不 重合 ) ， 通 过 坐标 变换 ， 
则 点 和 向 量 的 区 别 就 明显 了 : 点 的 坐标 变换 公式 (1.1) 中 有 常数 项 ， 
而 向 量 的 坐标 变换 公式 (1.3) 中 没有 常数 项 . 
由 于 公式 (1.3) 中 的 系数 行列 式 不 为 零 ， 因 此 可 反 解 出 
L = 方 (oo 一 ao) ， 


(1.4) 


| 
多 = 方 C aiZ + QilD ) . 


这 征 平面 上 坐标 系 工 到 I 的 向 量 的 仿 射 坐标 变换 公式 ， 由 公式 (1.4) 
看 出 ， 工 的 基 向 量 @ ， 吃 的 开 坐 标 分 别 是 . 


下 外 
D: 也 /| 站 


习 题 4.1 


1. 对 平行 四 边 形 4BCD 取 仿 射 坐标 系 工 为 [4; 太 , 态 ] ，I 为 
[ci4C, 巧 ] ， 求 坐标 系 工 到 下 的 点 的 仿 射 坐标 变换 公式 和 向 量 的 仿 
射 坐 标 变换 公式 ， 并 且 求 4，DD， 4， 仿 ， 起 的 工 坐标 和 工 坐 标 . 

2. 设 4BCDFEP 为 正六 边 形 ， 取 仿 射 坐标 系 工 为 [4; 个 ,证 ] ， 下 


为 [Di;7 玉 ,5K] ， 求 : 坐标 系 工 到 开 的 点 的 仿 射 坐标 变换 公式 和 向 量 


118 ”第 四 章 坐标 变换 


的 仿 射 坐标 变换 公式 ; 各 顶点 的 工 坐 标 和 下 坐标 ; 5 太 ， 了 下 的 工 坐标 


和 开 坐 标 . 
3. 设 仿 射 坐标 系 工 到 开 的 点 的 坐标 变换 公式 为 
| =--y +3， 
y = %' 一 2. 
(1) 求 : 下 的 原点 0 的 工 坐标 ， 开 的 基 向 量 吧 ,42 的 工 坐标 ; 


I 的 原点 0 的 开 坐 标 ， 基 向 量 媳 ， 忆 的 工 坐 标 . 
(2) 求 直线 小 : 2x -y+1 =0 在 坐标 系 工 中 的 方程 . 
(3) 求 直 线 .: 3x' +27' -5 =0 在 坐标 系 工 中 的 方程 


$2 和 拢 阵 及 其 运算 


2.1 矩阵 的 概念 以 及 矩阵 的 运算 
为 了 使 坐标 变换 公式 易于 记忆 并 且 简 化 计算 和 证 明 ， 我 们 把 向 
量 的 坐标 变换 公式 (1.3) 中 的 系数 按 原来 顺序 排 成 一 张 2 行 2 列 
的 表 : 
Cil Cl12 
人吉 
称 它 为 一 个 2 x2 抢 阵 ， 一 般 地 ， 有 


定义 2.1 ss 个 实数 (=12， 5 = … 和 2) 排 成 的 s 行 
又 列 的 一 张 表 


Ci Ci Qin 
CQ C@ CQ 
21 22 2 
(2. 1) 
CC 0 0Qn 


称 为 一 个 xz 矩阵， 其 中 实数 wy 称 为 矩阵 的 元 素 . 
和 抢 阵 通常 用 大 写 黑 体 英文 字母 4， 妃 ，C，… 表示 譬如， 和 扼 阵 
(2.1) 可 记 成 4 或 4,.， 也 可 简 记 为 (ar) 或 (ay). 4 的 位 于 第 ， 
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行 第 7 列 交叉 处 的 元 素 称 为 4 的 (7 元 ， 记 为 4(3 门 . 
有 X 妈 矩阵 也 称 为 二 阶 和 矩阵 或 m 阶 方 阵 . 
元 素 全 为 零 的 s xz 和气 阵 称 为 sx 零 矩 阵 ， 记 作 0.., 或 0. 
定义 2.2 两 个 矩阵 4 和 吾 ， 如 果 它 们 的 行 数 相同 ， 列 数 也 相 
并 且 对 应 元 素 都 相等 ， 则 称 它们 是 相等 的 矩阵 ， 记 作 4 = 妇 . 
矩阵 不 是 一 个 数 ， 而 是 由 一 些 数 组 成 的 一 张 表 ， 但 是 基于 许多 
实际 问题 的 背景 ， 使 我 们 可 以 给 抢 阵 规定 几 种 运算 ， 

一 、 和 矩阵 的 加 法 和 数量 乘法 

定义 2.3 若 4=(ah), 台 =(0) 都 是 sxza 和 矩阵 ， 则 


同 


Ca +b aa+pba … an 十 Di 
ai+pb ao+pbo … ar+D 
4+ 怪 :=| ” 
Ci1 二 s CQ 十 0 人 Quan 十 0 


这 种 运算 称 为 矩阵 的 加 法 . 
定义 2.4 若 4=(op),, 天 是 实数 ， 则 


Kai … ai， 
[4 -| : : | 
Fa … Fa 
这 种 运算 称 为 矩阵 的 数量 乘法 . 
矩阵 (- wy ) 称 为 矩阵 4 = (o ) 的 负 矩阵 ， 记 作 -4. 
若 4, 如 都 是 * xz 和 矩阵 ， 则 
4- 避 :=4+(- 已 ). 
这 种 运算 称 为 矩阵 的 减法 . 


容易 用 定义 直接 验证 ， 抢 阵 的 加 法 和 数量 乘法 满足 下 述 规律 : 
对 于 任意 sxz 称 阵 4, 妃 ，C， 任 意 实数 上，!， 有 


(1 ) 六 + 吾 = 吾 +A; (2) (4+ 吾 ) +C=4+( 忆 +C); 
(3) 4+0=4i (4) 4+(-4)=0i 
(3) 1 .4=4; (6) EL)=( 忆 )4; 


(7) (+DA=14+B; (8) 5(04+ 吾 )=14 1B. 


二 、 和 天 阵 的 乘法 
为 了 能 把 向 量 的 坐标 变换 公式 (1.3) 用 矩阵 的 形式 简 滞 地 表示 出 


来 ,我 们 规定 抢 阵 的 第 三 种 运算 如 下 : 

aa ay CE 十 QiD2 

卫 乓 | 师 让 十 0 
这 种 运算 称 为 矩阵 的 乘法 ， 它 是 把 左 矩 阵 的 第 关 行 与 右 和 矩阵 的 第 7 列 
的 对 应 元 素 的 乘积 之 和 作为 乘积 矩阵 的 (7 元 ， 其 中 =1,2; 7 了 = 1 
由 此 看 出 ， 只 有 左 抑 阵 的 列 数 与 右 和 矩阵 的 行 数 相同 的 两 个 矩阵 才能 
做 乘法 和 运算， 并且 乘积 矩阵 的 行 数 等 于 左 抢 阵 的 行 数 ， 乘 积 矩 阵 的 
列 数 等 于 右 和 矩阵 的 列 数 一般 地 ， 有 

定义 2.5 设 4=(ai) 是 sxz 和 矩阵 , 恕 =(b) 是 zxr 和 矩阵 ， 则 

规定 4 乘 以 召 得 到 一 个 sxr 和 抢 阵 ， 记 作 4 至，4 吾 的 (四 元 是 4 的 
第 守 行 与 如 的 第 7 列 的 对 应 元 素 乘积 之 和 ， 即 


4 召 的 (7J) 元 := 疡 wbw， (2.2) 
其 中 站 =1,2 ,si 7 =1 2 
例如 ， 有 
1 5 1x2+3x0 1x4+3x5 
0 5 | sea 
人 7x2+0x0 7x4+0x5 
2 19 
=|0 30 
14 28 


利用 矩阵 的 乘法 和 两 个 矩阵 相等 的 定义 ， 我 们 可 以 把 向 量 的 坐 
标 变换 公式 (1.3) 写 成 如 下 形式 : 


el 0 


再 利用 抢 阵 的 加 法 ， 还 可 以 把 点 的 坐标 变换 公式 (1.1) 写成 
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四。 


其 中 和 天 阵 


称 为 坐标 系 工 到 开 的 过 渡 和 矩阵 ， 它 的 第 1 列 是 开 的 第 一 个 基 向 量 ll 
的 工 坐标 ， 第 2 列 是 第 二 个 基 向 量 必 的 工 坐 标 . 

只 有 1 列 的 矩阵 称 为 列 向 量 ( 简 称 列 )， 常 常用 黑体 希腊 字母 w， 
有 ，7y，… 表示 列 向 量 . 

如 果 令 


了 世 Xo 
网 os 风 
则 公式 (2.3) ，(2.4) 可 分 别 写成 如 下 简洁 的 形式 : 
Y = 47Y ， (2.3) 
GE = 4aw' + al. (2.4) 
矩阵 的 乘法 适合 下 列 规律 : 对 于 任意 矩阵 4， 召 ，C (要 求 它们 
能 做 下 述 运算 ) ， 任 意 实 数 ， 有 
(1) (4B)C =4(BC) (乘法 的 结合 律 ) ; 
《2) 4(B+C)=4+4AC( 左 分 配 律 ) ; 
(3) (3B+C)4=B4+C4 ( 右 分 配 律 ) ; 
《4) &4B)= (14) 如 =4(1) (乘法 与 数 乘 关 系 ). 
但 是 要 特别 注意 ,和 抢 阵 的 乘法 不 适合 交换 律 . 例如 ， 设 


1 
0 0 -1 -1 


则 
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1 RNL1 1 1 
5 =|( | | | -小 
上 述 例子 还 说 明 ，4 关 0, 召 关 0， 但 是 有 可 能 4 到 =0. 因此 ， 从 


4 有 =0，4s0 推 不 出 妃 =0， 进 而 从 4B =4C，4s0 推 不 出 妃 = C. 
主 对 角 线 (从 左上 角 到 右 下 角 ) 上 的 元 素 ( 称 为 主 对 角 元 ) 全 为 1， 


并 且 其 余 元 素 全 为 零 的 半 阶 矩阵 
和 00 
0 0 
0 0 .1 


称 为 慰 阶 单位 矩阵 ， 记 作 元 或 了 容易 看 出 ， 有 
4 = 人， T4 = 人 nr 
特别 地 ， 对 于 任意 半 阶 方 阵 4， 有 
14 = 47 = 4. 


三 、 和 矩阵 的 转 置 

定义 2.6 把 一 个 矩阵 4.,., 的 行 、 列 互 换 得 到 的 矩阵 称 为 4 的 
转 置 ， 记 作 4 (或 4 ). 

例如 ， 设 


则 


显然 , 若 4 是 sxz 抢 阵 , 则 4 是 ”xs 矩阵， 并 且 有 
4 的 人力 元 = 4 的 (7 六 元 . 

抑 阵 的 转 置 满足 下 列 规律 : 

(1) (4 ) =4; (2) (4+ 尼 ) = 和 + 吾 3 

(3) (4) =H47; (4) (4 下) 7 = 万 47 
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特别 要 注意 规律 (4)， 举 一 个 例子 ， 设 
则 


Ca = 人? 16 28 
1 11 19 
二 
1 al 3 2 11 中 
定义 2.7 如 果 半 阶 方 阵 4 满足 4 =4， 则 称 4 是 对 称 和 矩阵 . 
显然 ,看 4 是 对 称 抢 阵 ， 则 

4 的 (7 元 = 4 的 (7 站 元 . 


BT417 - | 


例如 ， 拢 阵 


都 是 对 称 矩 阵 . 
2.2 怎 阵 的 分 块 
设 和 矩阵 


店 
仿 


则 可 以 把 4 写成 如 下 形式 : 
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本 三 | 了 有 ) 
0 .2 47 
像 这 样 把 一 个 矩阵 看 成 由 若干 个 小 矩阵 组 成 ， 称 为 矩阵 的 分 块 . 它 
的 好 处 是 : 使 得 矩阵 的 结构 更 明显 清楚 ， 并 且 使 矩阵 的 运算 可 以 通 
过 这 些小 矩阵 进行 ， 从 而 可 以 简化 关于 和 失 阵 的 计算 和 证 明 . 侈 


如 ， 设 
1 0 5 
器 = 
四 1 小 
令 
5 
则 
刀 = (了 ,5). 
直接 用 和 矩阵 的 乘法 定义 得 
1 0 22 
了 4 = 
( 
如 果 我 们 把 小 矩阵 当 作 “ 数 看 待 采 用 矩阵 乘法 法 则 ， 得 
了 
了 4 -6 机 = (了 ,8B+45) = (。 0 | 
47 0 1 31 


这 与 前 述 结果 一 致 . 因此 ， 在 计算 B4 时 ， 我 们 确实 可 以 先 把 矩阵 
4, 轨 分 块 ， 然 后 把 小 矩阵 当 作 “ 数 " 看 待 采用 矩阵 乘法 法 则 ， 这 称 
为 矩阵 的 分 块 乘 法 当然， 为 了 使 矩阵 的 分 块 乘法 能 够 进行 ， 必 须 
使 左 和 矩阵 的 列 的 分 法 与 右 矩 阵 的 行 的 分 法 一 致 ， 即 左 矩 阵 的 列 组 数 
应 等 于 右 和 矩阵 的 行 组 数 ， 并 且 左 和 抢 阵 的 每 个 列 组 所 含 列 数 应 等 于 右 
矩阵 的 相应 行 组 所 含 行 数 
若 和 矩阵 召 的 柬 列 依次 记 为 吾 ， 如 2 ，…， 有 中”) ， 利 用 和 抢 阵 的 
分 块 乘法 ， 则 有 
4 如 = (4)( 盏 人 0 , 玉 C0 ，… , 尼 (m) ) 
= (4 好 0) ,A 呈 02) ,至 () ) . (2.5) 
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若 符 阵 4 的 s 行 依次 记 为 4,， 4，， 二 全 ，， 则 有 


4 4 召 
区 4, 召 

4 嫂 = 四 ( 驴 ) = (2.6) 
A. 4 加 


类 似 地 ， 可 讨论 矩阵 的 分 块 加 法 、 分 块 数 乘 和 分 块 转 置 ， 璧 
如 ， 若 


5 

0 47， 
则 

MT - 攻 

Br 4 


2.3 方 阵 的 行列 式 


我 们 知道 ， 对 于 一 个 2 阶 或 3 阶 方 阵 4 = (ov) ， 它 的 元 素 按 一 
定 规 律 组 成 的 一 个 表达 式 称 为 方 阵 4 的 行列 式 ， 记 作 |4|， 在 “高 等 
代数 ”课程 里 ， 我 们 将 把 行列 式 概念 推广 到 n” 阶 行列 式 ， 从 而 对 于 n 
(nmn>3) 阶 方 阵 ， 也 可 以 谈论 它 的 行列 式 . 

若 |4|<0， 则 称 4 为 非 奇异 的 ; 否则 ， 称 为 奇异 的 . 

由 定理 1.1 知 ， 仿 射 坐标 系 工 到 开 的 过 渡 和 矩阵 4 是 非 奇 异 的 . 

定理 2.1 若 4 和 了 妃 都 是 ” 阶 方 阵 ， 则 

14 瑟 | = |4|1|; 

证 明 ”我 们 只 证 mn=2 的 情形 ， 至 于 一 般 的 mn， 在 “高 等 代数 " 课 

程 中 我 们 再 证 明 . 设 4 = (oj),， 互 =( 咏 ) ， 则 


au aoy1b Da anpi + ap apa + apboz 
14 如 | = 
al az) 八 Do 


ap ap 


Call 十 aozpo aalbi2 十 aa2z02a 


app cap 


Calpil coltpia aazpb2l aaipia 
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cupbil Capboo Ciap2 aiapoa 


aalbil aazpoo Caozpb2l ozpD22 


Q Q Q QZ 
12 11 11 12 
=0+bpDi， 十 DipD22 +0 
C22 CQal C2l 022 
@ Q Q 人 已 
1 12 11 12 11 12 
二 (DupD2a 闷 Do2ipi2 ) 
CQ21 CQ22 ai aal| ip 0 
= |4|1| 好 |. 口 


2.4 可 逆 矩 阵 


《2.3) ' 式 把 向 量 严 的 工 坐标 7 表示 成 它 的 贡 坐 标 yY 的 一 次 齐 次 
多 项 式 ， 我 们 又 知道 ， 由 于 |4| 关 0， 因 此 可 以 通过 解 方程 组 把 六 的 
开 坐 标 7 表示 成 它 的 工 坐标 y 的 一 次 齐 次 多 项 式 ， 如 果 我 们 引进 可 
逆 和 矩阵 的 概念 ， 则 这 一 反 解 过 程 可 以 简明 地 表示 出 来 

定义 2.8 若 对 于 半 阶 方 阵 4， 存 在 矩阵 召 ， 使 得 

4 = BA4 = 了， (2.7) 
则 称 4 是 可 道 和 矩阵， 称 召 是 4 的 逆 矩 阵 . 

不 难看 出 ， 满 足 (2.7) 式 的 矩阵 召 必 是 阶 方 阵 ， 并 且 它 是 唯一 
的 ， 通 常 把 4 的 道 矩 阵 记 作 4 . 

由 定义 2.8 立即 看 出 , 若 4 可 道 ， 则 4 也 可 道 ， 并 且 

(4 = 4. (2.8) 

定理 2.2 矩阵 4 可 道 的 充分 必要 条 件 是 |4|<0( 即 4 非 奇 


异 ). 
证 明 必要 性 若 和 矩阵 4 可 首 , 则 有 44-” = 工 于 是 有 
144 | = 7 ， 从 而 |4|114 ”| =1( 这 里 用 到 了 |7| =1 这 一 事实 ， 若 


=2 或 3， 读 者 可 直接 验证 它 ; 若 m”>3， 在 “高 等 代数 "课程 中 将 证 
明 它 )， 因 此 14| 关 0. 

充分 性 ”这 里 只 证 =2 的 情形 ， 至 于 >2 的 情形 ,证 明 思 想 
一 样 ， 但 放 在 “高 等 代数 "课程 中 证 . 设 4=(o) 是 2 阶 和 矩阵 ， 且 


14| 关 0. 令 
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泪 宇 二 | 扣 (2.9) 


人 


C21 Co2/\ 一 0Q2l QH 
. 同 理 有 4 "4 = |4|7， 从 而 有 
1 Nas. I 加 
4(T4 = (TEA J4 = 
所 以 4 可 六 ， 并 且 
= (2. 10 ) 


口 
用 可 逆 和 抢 阵 的 概念 及 定理 2.2， 我 们 得 知 仿 射 坐标 系 工 到 开 的 过 
渡 和 矩阵 4 是 可 道 和 矩阵， 因此 从 (2.3) ' 式 立即 得 到 
?yy ”= 4 
由 定理 2. 2 还 可 得 到 
命题 2.1 若 对 于 方 阵 4， 存 在 方 阵 妃 ， 使 得 4B=7， 则 4 是 可 
逆 矩 阵 ， 并 且 4 … = 召 . 1 
证 明 因为 4 下 =T， 所 以 |4||B=1， 从 而 |4| 关 0. 因此 4 可 
道 ， 于 是 4 ”存在 . 在 4B3 = 的 两 边 左 乘 4 ， 得 
(4 至 ) = 4 


即 得 如 =4-. 
利用 命题 2. 1 容易 证 明 可 逆 矩 阵 的 下 述 性 质 : 
(1) 若 4, 如 均 是 阶 可 逆 和 矩阵 ， 则 4 有 也 可 逆 ， 并 且 
(4 如 ) = 万 4; 
(2) 若 4 可 道 , 则 4 也 可 道 ,， 并 且 
人 


(3) 若 4 可逆 ， 则 
14 1=14| 
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2.5 正 交 和 握 阵 


定义 2.9 若 一 个 阶 方 阵 4 满足 
447 = 了 
则 称 4 是 正 交 天 阵 . 
例如 ,7 是正 交 矩阵 ; 又 如 ， 


i| 伍 
吕 


人 Cosb | 


-Sin 0 cosb 


局 bb i| 一 
吕 避 | 一 


都 是 正 交 和 珑 阵 . 
由 命题 2. 1 立即 得 到 
命题 2.2 了 阶 方 阵 4 为 正 交 挎 阵 的 充分 必要 条 件 是 


4 = 4 ， 
从 而 阶 方 阵 4 为 正 交 殉 阵 的 充分 必要 条 件 是 
4 4= 开 口 


容易 证 明正 交 撼 阵 有 下 述 性 质 : 

(1) 若 4, 召 都 是 阶 正 交 和 矩阵， 则 4 妈 也 是 正 交 和 抢 阵 ; 

(2) 若 4 是 正 交 矩阵 ， 则 4 ( 即 4…) 也 是 正 交 和 矩阵 ; 

(3) 若 4 是 正 交 矩阵 ， 则 |4| =1 或 -1( 在 证 明 这 条 性 质 时 ， 要 
用 到 |4 | = 14| 这 一 事实 ). 

命题 2.3 方 阵 4 为 正 交 和 撼 阵 的 充分 必要 条 件 是 ，4 的 每 一 行 元 
素 的 平方 和 等 于 1， 每 两 行 对 应 元 素 的 乘积 之 和 等 于 零 ， 即 


> as=T， =1,2，…n， (2. 11) 
才 =1 


3 aoc = 0， Ts 《之 2) 
证 明 对 于 任 一 地 阶 方 阵 4 = (or) ， 都 有 
(44 ) 的 ( 写 站 元 = 光 [4 的 ( 写 妨 元] [4 的 (ED 元 ] 
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亚 
= >》 axaj 
类 = 


类 似 地 ， 有 
(44) 的 (iD 元 = > ouow 


现在 设 4 是 正 交 和 矩阵 ， 则 44"” = 工 于 是 得 
(447) 的 ( 元 =1， = 1,2,……,P， 0213) 
(44 ) 的 (让 7) 元 = 0， is 记 
从 而 得 (2. 11) 和 (2. 12 ) 式 . 
反之 ， 若 对 于 方 阵 4，(2.11) 式 和 (2. 12) 式 成 立 ， 则 得 (2. 13 ) 
式 ， 从 而 44"” =7， 即 4 为 正 交 扼 阵 . 口 ] 
类 似 地 ， 可 证 明 
命题 2.4 方 阵 4 为 正 交 和 抑 阵 的 充分 必要 条 件 是 ,4 的 每 一 列 元 


素 的 平方 和 等 于 1， 每 两 列 对 应 元 素 的 乘积 之 和 等 于 零 . 口 
习 题 4.2 
1. 设 和 矩阵 
3 SO 105 
人 | 人 
求 4+ 刀 4- 玉 ， 5347 +3 妇 -. 
2. 计算 : 
国人 网 本 
| 人 中 由. 中 
2 人 
il 1 站 人 hi 下 


3 一 4 时 


7 -1 4 
5)| -2 5 ee (6) (-1;3,2)|0 |; 
4 | 中 
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4 Gap 0a13i 
0 


经 
3. 判断 下 列 矩阵 是 否 可 首 . 若 可 道 ， 求 它 的 逆 和 矩阵 . 


() 人 中 (2) (1 中 


(-1;3,2) ; (8 ) (xxa sx3)| ao az ao | xa |. 


Ci 023 033 八 X3 


《7) 


6 
G) |。 下， 其 中 od -ies0 
4. 证 明 可 逆 和 矩阵 的 性 质 (1)，(2)，(3). 
5. 判断 下 列 抢 阵 是 否 是 正 交 和 抢 阵 : 


妈 了 岂 2 2 
2 2 6 3 
人 2 下 
全 天 | 3 3 
多 攻 

2 6 3 


6. 证 明正 交 和 矩阵 的 性 质 (1) ，(2) ，(3). 
8$83 平面 直角 坐标 变换 


设 I[0iel,ez]，I[LO3el,ei] 都 是 直角 坐标 系 ， 本 章 81 和 82 
中 关于 仿 射 坐标 变换 的 一 般 结 论 和 方法 对 于 直角 坐标 变换 都 成 立 . 
本 节 来 进一步 研究 直角 坐标 变换 的 特殊 性 . 

3.1 直角 坐标 变换 公式 

设 0 的 工 坐标 为 (zy ) ，e!，e: 的 工 坐标 分 别 为 (au ,an ) 7， 
(ai 二 二 入， 则 坐标 系 到 下 的 过 渡 和 矩阵 是 


Q 人 
二 | 1 中 


C21 Co22 


8$3 平面 直角 坐标 变换 131 


定理 3.1 设 工 和 工 都 是 直角 坐标 系 ， 则 工 到 开 的 过 渡 矩 阵 和 
是 正 交 抵 阵 ， 并 且 坐 标 系 开 到 工 的 过 渡 抢 阵 是 4 
证 明 因为 |ei| =1，|e:| =1， ef 上 Lei， 并且 工 是 直角 坐标 系 ， 
所 以 有 
mt+fal=1，oab+o =1，awio+awan =0 (3.1) 
由 命题 2.4 知 ，4 是 正 交 矩阵. 
开 到 工 的 过 渡 和 矩阵 为 4 由 于 4 是 正 交 和 矩阵， 所 以 


4 = AI 
工 到 开 的 点 的 直角 坐标 变换 公式 为 


区 QU QizY 1 %0 
一 352 
因 [ 卫 国 辆 
于 是 ， 工 到 工 的 点 的 直角 坐标 变换 公式 为 


和 CI Cl2 人 X 一 %0 CI CQofV 1X 一 2%o0 
们 癌 的 本国 玫 | 
入 CQo2l Co22 IO Ci2 02 \》 一 yo 
工 到 开 的 向 量 的 直角 坐标 变换 公式 为 
双 QU Qi 1 
= .不 
则 网 人， 
工 到 工 的 向 量 的 直角 坐标 变换 公式 为 
1 CI CQ2ly1/ 玫 
| 加 | ). (3.5) 
人 Ci CQ22/、 了 
3.2 直角 坐标 变换 中 的 过 渡 卸 阵 
直角 坐标 系 工 到 开 的 过 渡 和 矩阵 4 虽然 有 四 个 数 ， 但 是 由 于 它 是 
正 交 符 阵 ， 满 足 (3.1) 中 的 三 个 方程 ， 因 此 只 有 一 个 数 是 自由 的 .下 
面 来 详细 讨论 这 点 . 
平面 上 的 仿 射 坐标 系 [0;4 , 忆 ] 称 为 右手 坐标 系 (简称 右手 系 ) ， 
如 果 从 @@ 逆 时 针 旋 转 小 于 180。" 的 角 便 与 中 重合 ; 反之 ， 称 为 左手 


坐标 系 ( 简 称 左 手 系 )， 对 于 直角 坐标 系 [ 0jie,e:] 来 说 ， 若 e, 旋转 
90" 与 e: 重合 ， 则 为 右手 系 ; 若 e: 旋转 - 90" 与 e: 重合 ， 则 为 左 
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手 系 . 
设 IL0iee]，I[O'3el,e;] 都 是 右手 直角 坐标 系 ， 且 


OO (xno 人 el(an 六 e2(ap ,az ) ， 


则 有 
an = el el= cos(e1;e6l)， al = 61 es= cos(e',ey)， 
aa= e 和 el= cos(e1,61)， ao = 6e2，ei= cos(e'，e，)， 
设 e, 逆 时 针 旋 转 0 角 便 与 ef 重合 (如 图 4.2) ， 分 别 讨论 


人 人 Ts<0 < 世 ， 并 < 0 < 2 


这 四 种 情况 ， 可 得 


， ai = cos(ei,el) = cosb， 
eI 
2 
了 al = cos(ei,e,)》= sing， 


aa = cos(e',elj)= - sin0， 


和 az = cos(e@?1,e)》= co80， 
从 而 工 到 开 的 过 滤 和 矩阵 为 


让 三 人 一 2 
图 4.2 sing CosO 
容易 算出 ，|4 | = 1 
“读者 可 通过 类 似 上 述 的 讨论 得 到 : 设 9 仍 表示 e, 到 ef 的 转角 ， 
若 工 是 右手 直角 坐标 系 ， 工 是 左手 直角 坐标 系 ， 则 工 到 工 的 过 滤纸 
阵 为 
人 | 
sing 一 cosb 
若 工 是 左手 直角 坐标 系 ， 开 是 右手 直角 坐标 系 ， 则 工 到 工 的 过 
渡 矩 阵 是 
| cosO | 
一 Sin0 -cosb 
若 工 和 下 都 是 左手 直角 坐标 系 ， 则 工 到 开 的 过 渡 和 矩阵 是 
| cosO | 


- sing cosg 
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定义 3.1 平面 (或 空间 ) 的 两 个 坐标 系 ， 如 果 它 们 都 是 右手 系 ， 
或 者 它们 都 是 左手 系 ， 则 称 它们 是 同 定 向 的 ; 如 果 一 个 是 左手 系 ， 
另 一 个 是 右手 系 ， 则 称 它们 是 反 定 向 的 . 

从 上 面 的 讨论 可 以 得 到 

命题 3.1 设 I 和 II 都 是 平面 的 直角 坐标 系 ， 工 到 开 的 过 渡 和 矩阵 
是 4,， 则 工 和 开 同 定向 的 充分 必要 条 件 是 |4| =1， 从 而 它们 反 定 向 
的 充分 必要 条 件 是 |4| = -1 口 

如 无 特别 声明 ， 今 后 所 取 的 直角 坐标 系 都 是 右手 系 . 


3.3 移 轴 公式 和 转轴 公式 


如 


设 工 0;jel,es] 和 II[O'3ei,e 纪 都 是 右手 直角 坐标 系 ，0'(xo 加) ， 
e; 到 ;的 转角 为 6， 则 工 到 工 的 点 的 坐标 变换 公式 为 
区 cosg 一 sing\ /Xi Xo0 
= 3. 6 
( sin0 | 辐 辆 ) 


若 0=0， 则 (3.6) 式 成 为 


即 
「 人 03.7) 
y = 十 0- 
《3.7) 式 就 是 移 轴 公式 ， 
若 0 与 0 重合 , 则 (3.6) 式 成 为 

(= ， 区 (3.8) 
y sing0 CosOA 

《3. 8 ) 式 称 为 转轴 公式 . 

(3.6) 式 ，(3.7) 式 和 (3.8) 式 说 明 ， 平面 上 任 一 右手 直角 坐标 
变换 可 以 经 过 移 轴 和 转轴 得 到 ， 即 对 于 右手 直角 坐标 系 工 [0iel,e;] 
和 HTLO';el,e:]， 有 

移 轴 


芝 转轴 志 站 
[Ojie,e:] 人 [O 5el ,ez] Se [O ;8e1，e@2?] 
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读 厚 和 志 
或 用 


上 上述 结 论 对 于 任意 两 个 同 定向 的 直角 坐标 系 仍 成 立 ， 但 对 于 反 
定向 的 两 个 直角 坐标 系 不 成 立 . 

3.4 倒 

例 3.1 在 平面 上 ， 设 新 坐标 系 的 *' 轴 ，7y'” 轴 在 旧 坐 标 系 中 的 
方程 分 别 为 


3x -4y+1 =0，4x+3y-7=0， 
且 新 、 旧 坐标 系 都 是 右手 直角 坐标 系 ， 求 : 旧 坐 标 系 到 新 坐标 系 的 
点 的 坐标 变换 公式 ; 直线 站 : 2x -7y+3 =0 在 新 坐标 系 中 的 方程 ; 直 
线 2: x+2y' -1=0 在 旧 坐 标 系 中 的 方程 . 
解 设 旧 坐标 系 为 [0iel,ez] ， 新 坐标 系 为 了 03ef),e 和 ]， 解 
方程 组 
人 -4y+1 =0， 
4x +37y7 -7 = 0， 
得 zx=1,， 7y=1. 因此 0 的 工 坐 标 是 (1,1) 
因为 *” 轴 的 标准 方程 为 


下 
3 


冰 : 
4 3 
世 


所 以 x 办 的 方向 系数 为 (4,3)"， 于 是 af 的 工 坐标 为 { 了 ,】 或 者 


- 生 ， -| ， 下 面 取 el; 的 工 储 标 为 | 和 ,3 1 ， 则 由 (3.6) 式 得 1 
(5 ( 本 |) 
到 工 的 点 的 坐标 变换 公式 为 
入 工 .2 
人 (9) 
S S 


直线 1 : 2x -y+3=0 在 新 坐标 系 开 中 的 方程 为 
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2( 和 w -六 +- 人 (二 w+3 二 05 
即 
X -2y +4 = 0. 


I 到 工 的 点 的 坐标 变换 公式 为 


人 
/ 5 5 -1 
(= ( ) (3. 10) 
7 3 47y=-1 
5 5 


直线 岂 : x+27'-1=0 在 旧 坐 标 系 工 中 的 方程 为 
[cc-D+3r-D]+2[-3c-D+40-D]-1=0， 
即 
2x -1ly+14 = 0. 
例 3.2， 在 平面 右手 直角 坐标 系 中 ， 求 分 式 线性 函数 


CQX 十 也 
cx 十 地 


yY = adspc，cs 关 0 


的 图 形 . 
解 ” 先 将 所 给 函数 适当 变形 ， 从 而 看 出 应 怎样 作 坐 标 变换 才能 
使 此 图 形 的 方程 简单 ， 从 而 看 出 具体 是 什么 图 形 ，、 我 们 有 


Q 六 可 | Cd 辣 pc -ad 
一 4 二 + 一 一 lx + 一 -一 |+ 一 站 
_ axX+D < C _ C C < 这 C 
eg Q Q C 
X 二 一 xx + 一 % + 一 
C C C 
于 是 得 
C dvV_ pc-ad 
[人 
从 而 看 出 只 要 作 移 轴 
地 
Xi'=X + 一 ， 
C 
7 @ 
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即 


汪汪 


则 该 0 d[c，avc) ) 中 的 方 
程 为 
六 pc 一 ad 
办 
C 
这 是 以 新 坐标 系 的 *' 办，7y” 轴 为 渐 近 线 的 等 
轴 双 曲线 (如 图 4.3). *: 轴 ，y*' 轴 在 旧 坐 标 


系 中 的 方程 分 别 为 
图 4.3 人 20 
习 题 4.3 


1. 在 直角 坐标 系 0xy 中 ， 以 直线 1: 4x -37 + 12 = 0 为 新 坐标 系 
的 *' 轴 ， 取 经 过 点 4(1, -3)" 且 垂直 于 ! 的 直线 为 7 轴 ， 写 出 点 的 
并 且 求 直 线 4 : 3x -27 +5 =0 在 新 坐标 系 中 的 方程 

2. 设 * 轴 和 Y' 轴 在 旧 直角 坐标 系 中 的 方程 分 别 为 
l12x -5y -2 =0 和 Sr+l2y-29=0， 
写 出 点 的 坐标 变换 公式 ， 并 且 求 点 4(-2,0) 的 新 坐标 ， 又 设 某 机 
圆 的 长 轴 、 短 轴 分 别 在 *' 轴 ，y' 轴 上 ， 其 长 、 短 半 轴 分 别 为 3，2， 
求 这 个 枯 圆 在 旧 坐标 系 中 的 方程 

3. 如 果 坐 标 系 工 [0ie,e] 和 开 [0'ief,e 幻 都 是 右手 直角 坐标 
系 ， 且 开 的 原点 0 的 工 坐标 是 (1,2) ，% 到 ef 的 转角 是 了， 求 I 
的 原点 0 的 下 坐标 以 及 直线 1: “ -7= 1 在 工 中 的 方程 

4， 作 直角 坐标 变换 ， 已 知 点 4(6, -5) ,B(1, -4) 的 新 坐标 分 别 
为 (1, -3) ，(0,2)7， 求 点 的 坐标 变换 公式 . 

5. 在 直角 坐标 系 0xy 中 ， 已 知 三 点 4(2,1) 7 ， 下 (- 1,2)7， 
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C(1, -3)"， 如 果 将 坐标 原点 移 到 点 B， 并 且 坐标 轴 旋 转角 度 w = 
arctan 二 ， 求 点 的 坐标 变换 公式 ， 并 且 求 4，B，C 在 新 坐标 系 中 的 


坐标 . 
6. 设 新 、 旧 坐标 系 都 是 右手 直角 坐标 系 ， 坐 标 变换 公式 为 
2 迷人 5 2 
几 X% = 一 Y+3， 
(1) 2 
7 = 一 本 3i 


其 中 (x,y) 与 (zy )7 分别 表 示 同 一 个 点 的 旧 坐标 与 新 坐标 ， 求 新 
坐标 系 的 原点 的 旧 坐 标 ， 并 且 求 坐标 轴 旋 转 的 角 0. 
7. 已 知 一 曲线 在 给 定 的 右手 直角 坐标 系 中 的 方程 为 
yy=4c -8x+5， 
试 作 一 直角 坐标 变换 ， 使 这 条 曲线 的 新 方程 中 不 含有 * 的 一 次 项 以 
及 常数 项 ， 并 且 作 图 . 
8. 求 分 式 线性 函数 
+3 
X% 十 二 


的 图 形 ， 并 且 画 图 . 

9. 在 右手 直角 坐标 系 Oxy 中 ， 设 一 抛物 线 的 对 称 轴 是 x-y -2 
=0， 顶 点 是 (4,2) ， 焦 点 是 (2,0)7， 求 它 的 方程 . 

10. 已 知 一 抛物 线 的 准 线 1 的 方程 为 v>-y+2=0， 焦点 为 
F(2,0) ， 求 这 抛物 线 的 方程 ， 其 中 Oxy 是 右手 直角 坐标 系 . 

11. 在 右手 直角 坐标 系 Oxy 中 ， 已 知 一 个 槛 圆 的 长 轴 和 短 轴 分 别 
在 直线 1: x+y=0 和 212:x-y+l=0 上 ,并且 这 椭圆 的 半 轴 长 为 
wa=2，! =1， 求 这 个 椭圆 的 方程 . 

12. 在 右手 直角 坐标 系 Oxy 中 ， 求 经 过 两 点 4(-2, -1)7 和 
B(0, -2) ， 并 且 长 轴 和 短 轴 分 别 在 直线 1: xx -y+1=0 和 了 :x+ 
y+1=0 上 的 椭圆 的 方程 

“13. 在 右手 直角 坐标 系 工 中 ， 设 两 直线 
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0:4x+B7y+C=0，7I= 工 2 
互相 垂直 ， 取 ) ，25 分 别 为 右手 直角 坐标 系 下 的 y 轴 ，>*' 轴 ， 试 求 
开 到 工 的 点 的 坐标 变换 公式 . 


8$4 几何 空间 的 坐标 变换 


4.1 仿 射 坐标 变换 
定理 4.1 设 I1[0;4 ,2 ,和 ] 和 ILO3400 ,23] 都 是 空间 的 仿 


射 坐标 系 ，0' 的 工 坐标 是 (xyo;z)7， 盐 的 工 坐 标 是 (ao ay) 
(=1,2,3)， 则 工 到 下 的 点 的 仿 射 坐标 变换 公式 为 


多 CU Qi Qi fx Xo0 
yl|=|oao ao aly' |+|yo|， (4.1) 
< CQ3l CQ3z 033 和 20 
I 到 开 的 向 量 的 仿 射 坐标 变换 公式 为 
Zi an ap aofaa 
|=| oa oa as jz 《4.2) 
1s3 aa aa 03s 八 23 


CQ3l CC32 C33 
称 为 工 到 开 的 过 渡 和 矩阵 ， 它 的 第 7 列 是 妇 ( 人 =1,2,3) 的 工 坐标 . 
证 明 设 点 玉 的 工 坐 标 为 (*,y;,z) ， 开 坐标 为 (zy ,2 ) ， 则 
《如 图 4 4) 
0M= 00' +0' 叶 
(xz +7Yog +2 有 ) + (zyY GT2 5) 


二 


Xol +T 力 二 2 有 +x(aaGgi + ad + aalda) 


1 


+Y (aaGdi + aaG2 十 aazG3 ) 十 z (aasG + aoaG 十 aa3Gs ) 
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= (xzo + CHY' + apy' + aiaz) 人 二 (7 + CaiX + Goy' + az ) 
+〈z0 + aalX' + aaoy' + az )d， 
从 而 得 
X = CUHX 十 Qiy 十 Ga3z 十 0， 
yY = aalX 二 aozy' + oz 十 y0， 
2 = Q3l% 二 Gay 十 0332 十 20， 
此 即 (4. 1 ) 式 . 
设 严 的 工 坐 标 为 (由 zz)7， 
坐标 为 (zi , 邓 , 吧 ) ， 由 (4. 1) 式 易 得 (4.2) 式 . 口 
定理 4.2 仿 射 坐标 系 T[0ja , ,do ] 到 工 [Oil ,di] 的 过 
渡 和 矩阵 4 是 非 奇异 的 ， 并 且 工 与 芝 同 定向 的 充分 必要 条 件 是 
上 4| > 0. 
证 明 因为 工 到 开 的 过 渡 和 矩阵 4 的 第 7 列 是 大 的 工 坐 标 ， 而 中 ， 
到 ， 胡 不 共 面 ， 所 以 |4|<0， 即 4 非 奇异 . 
由 第 一 章 的 公式 (5.2) 得 
CGIXC0 0 
1 
因此 工 与 下 同 定向 的 充分 必要 条 件 是 |4| >0. 加 
推论 4.1 平面 上 的 两 个 仿 射 坐标 系 I[ 0;a ,d, ] 和 TILOC3d 的 ] 
同 定 向 的 充分 必要 条 件 是 工 到 开 的 过 渡 和 矩阵 4 的 行列 式 |4| >0. 
证 明 令 吃 =d x 吕 ， 考 虑 空间 的 两 个 仿 射 坐标 系 L[Oid ,@ , 刀 ] 
和 开 [0234 2, 本 ]， 利 用 定理 4.2 易 证 得 推论 4.1， 详 细 推 导 请 读 


者 自己 练习 . 口 
由 (4.1) 式 可 以 得 到 开 到 工 的 点 的 坐标 变换 公式 为 
4 CQ Ci 013 ”fx - X0 
四 二 | 9 0oz Co23 YY 一 yo (4.3) 
和 C3l 03az 03a3 2 一 20 


4.2 直角 坐标 变换 
定理 4. 1 和 定理 4. 2 在 直角 坐标 系 中 当然 也 成 立 ， 现 在 进一步 
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研究 直角 坐标 变换 的 特殊 性 ， 

定理 4.3 设 I1[0iel,e,e] 和 IF[0'ei,e2)e 缮 都 是 直角 坐标 
系 , 则 工 到 开 的 过 渡 和 矩阵 4 是 正 交 和 矩阵， 从 而 开 到 工 的 过 渡 和 矩阵 
是 45. 

证 明 设 e' 的 IT 坐标 是 (auay,ay) (=1,2,3)， 因 为 卫 是 直角 
坐标 系 ， 所 以 |e 中 =1 (0 =1,2,3); efLei(is 门 ， 又 因为 工 是 直角 坐 
标 系 ， 所 以 上 述 条 件 用 坐标 写 出 就 是 


at + a2 + 03i = 六 让 


aiiay + aaiaaj + aaigal = 0， 站 


些 条 件 说 明 工 到 开 的 过 渡 和 矩阵 


C3lL 0Q3z 033 
是 正 交 矩阵 ， 从 而 工 到 工 的 过 渡 和 矩阵 是 4 =47. 口 
由 于 正 交 和 矩阵 的 行列 式 等 于 +1 或 -1， 因 此 空间 的 两 个 直角 坐 
标 系 同 定向 的 充分 必要 条 件 是 它们 的 过 渡 和 矩阵 的 行列 式 等 于 + 1. 


4.3 例 


例 4.1 证 明 在 右手 直角 坐标 系 [0;e,,e:,e:] 中 ， 方 程 
2x +y-3z,x -27)=0 
表示 的 图 形 是 柱 面 ， 并 且 求 出 它 的 母线 方向 和 一 条 准 线 的 方程 . 
证 明 如 果 能 选择 一 个 合适 的 直角 坐标 系 ， 使 得 这 个 图 形 的 方 
程 中 不 含 某 一 个 坐标 ， 则 此 图 形 就 是 柱 面 ， 观察 原 方程 的 特点 ， 知 
道 如 果 令 


Xi'= (2x +YyY -3z)，Y = 7x 一 27y)， 
则 方程 变 成 /( 生 ， 人 = =0. 我 们 要 求 T[oiet,e4,e 杀 也 是 右手 直角 


坐标 系 ， 由 下 到 工 的 直角 坐标 变换 公式 知 ， 此 时 ei，e2 的 工 坐标 分 
别 是 (25 8 -317，(1 -21;0)7， 由 于 |e!| = 1e| =1， 所 以 应 当 取 
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1 二 7 各 
1 WCG2 到 5 
六 
由 于 el e; = 人 x0=0， 所 以 ef 工 e!. 
vi V vV 环 | v 行 


再 令 e =elxej， 即 得 下 [0ief,ei,e 和 ] 为 右手 直角 坐标 系 ， 容易 计算 


6 3 人 
出 %g 的 工 坐标 为 | 房 - 启 - 而 | 于 是 I 到 工 的 点 的 坐标 
f 1 
“= 一 一 (2x 一 3z) ， 
2 3 十 y ) 
| 
下 二 :9 5 
y 1 y) 
= 一 让 ( 姑 +37 + 59 
图 形 在 工 中 的 方程 为 


7VI14x' VS57 ) = 0， 
因此 它 表 示 的 图 形 为 柱 面 .该 柱 面 的 母线 方向 w 与 e; 共 线 ， 所 以 可 
取 ? 为 (6,3,5) ; 它 的 准 线 在 开 中 的 方程 为 
We 0， 
2 0 
从 而 准 线 在 工 中 的 方程 为 
Oo 口 
6x +3y +Sz = 0. 


4.4 代数 曲面 ( 线 ) 及 其 次 数 


空间 (或 平面 ) 的 任 一 点 对 于 不 同 坐 标 系 的 坐标 是 不 同 的 ， 因 
而 作为 点 的 轨迹 的 图 形 在 不 同 坐 标 系 中 的 方程 也 就 不 同 ， 但 是 有 

定理 4.4 若 图 形 $ 在 仿 射 坐标 系 工 中 的 方程 R(x,y,z)=0 的 左 
端 是 *，y，z 的 半 次 多 项 式 ， 则 $ 在 任意 一 个 仿 射 坐标 系 开 中 的 方程 
cx yz )=0 的 左 端 是 ， 和 六 ，z' 的 半 次 多 项 式 . 
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证 明 因为 TI 到 开 的 点 的 坐标 变换 公式 中 *，y，z 均 表 示 成 x ， 

xz: 的 一 次 多 项 式 ， 所 以 若 R(x,y,z) 是 多 项 式 ， 则 用 工 到 工 的 坐 
标 变换 公式 代 人 F(z,y,z) 中 得 到 的 CCx yz) 必 是 兴 ，7，2 的 多 
项 式 ， 并 且 6G(x' yz) 的 次 数 严 不 超过 下 (xy,z) 的 次 数 闷 同 理 ， 
因为 用 下 到 工 的 点 的 坐标 变换 公式 代入 CC ,yz) 中 即 得 F(x,y,z) ， 
所 以 m 和 过 加 ， 于 是 冯 = 刀 . 器 

定理 4.4 说 明 ， 一 个 图 形 的 方程 的 左 端 是 否 为 多 项 式 以 及 这 多 
项 式 的 次 数 与 坐标 系 的 选择 无 关 ， 它 们 都 是 图 形 本 身 的 性 质 . 

若 图 形 $ 的 方程 的 左 端 是 多 项 式 ， 则 称 8 为 代数 曲面 ， 并 且 把 
这 个 多 项 式 的 次 数 称 为 这 个 代数 曲面 的 次 数 . 

平面 上 的 图 形 有 类 似 的 性 质 ， 若 平面 上 图 形 8 的 方程 R(x,y) = 
0 的 左 端 是 多 项 式 ， 则 称 $ 是 代数 曲线 ， 并 且 把 这 个 多 项 式 的 次 数 称 
为 这 条 代数 曲线 的 次 数 ， 璧 如， 椭圆 、 双 曲线 、 抛 物 线 的 标准 方程 
是 二 次 的 ， 由 此 可 知 ， 它 们 不 论 在 哪 一 个 仿 射 坐 标 系 中 的 方程 也 都 
是 二 次 的 ， 所 以 它们 都 称 为 二 次 曲线 . 


习 题 4.4 


1. 设 048B6C 为 四 面体 , 工 ，M，N 依次 是 A4BC 的 三 边 4B8，BC， 

C4 的 中 点 ， 取 仿 射 坐标 系 ER 
TI[0;04,0B8,0C(]，ILO0;0201N ， ONV]. 

(1) 求 I 到 开 的 点 的 坐标 变换 公式 和 向 量 的 坐标 变换 公式 ， 再 
求 了 到 工 的 点 (向 量 ) 的 坐标 变换 公式 ; 

(2) 求 4, B，C，48，4C 的 下 坐标 . 

2. 设 1[0iel,e,e] 和 IT[0'ieiie2,e 匀 都 是 右手 直角 坐标 
系 ， 已 知 0' 的 工 坐标 是 (2,1,2)?7，e! 与 00 同 向 ，y' 轴 与 y 轴 
交 于 点 4(0,9,0)7，e? 与 0 这 同 向 , 求 工 到 开 的 点 的 坐标 变换 
公式 . 

3. 在 右手 直角 坐标 系 [[ 0;ei,e;,e;] 中 ,已 给 三 个 互相 垂直 的 
平面 


Til:%+y+z-1 =0， 
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To:XY-z+1T =0， 
T3a:X-2y+z+2 = 0. 
确定 新 的 仅 标 系 下 [0';e%,es,es]， 使 得 了， Ta2，Ts 分 别 为 
072z ，0zx'，0x'y' 坐标 平面 ， 且 0 在 新 坐标 系 的 第 一 卦 限 内 ， 
求 到 开 的 点 的 坐标 变换 公式 . 
4. 设 在 右手 直角 坐标 系 Oxyz 中 ， 曲 面 $ 的 方程 为 
(1) (2x +y+Tz) 一 (% 一 一 2)2 = 一 zi 
(2) 9x” -25 和 +9z -24xz +80x -60z =0. 
试 判断 $ 是 什么 曲面 . 
5. 画 出 下 列 曲面 的 简 图 ， 这 些 曲面 在 右手 直角 坐标 系 Oxyz 中 的 
方程 分 别 为 


2 2 
人 (2) 委 +2xy + 和 2 十 到 =]; 


(3) z= xyi (4) zx=xy -xy 一 2. 
6. 疫 IL0ie,e] 和 II[Oief,e 和 都 是 夹 角 为 w 的 同 定向 的 斜 角 
坐标 系 ( 即 |e;| = le 中 =1G=1,2); 《elye) 》 =《ef1，e2》 = 〇 ) ， 且 e， 


到 e; 的 转角 为 5 求 工 到 开 的 点 的 坐标 变换 公式 . 


7 设 将 右手 直角 坐标 系 TI[ 0ie ,e:,e;] 绕 方向 w(1,1,1)7 右 旋 
椰 ， 原 点 不 动 ， 得 坐标 系 贡 [ 0;ef,e,e]， 求 工 到 开 的 点 的 坐标 变 
换 公式 . 

8. 在 直角 坐标 系 中 ， 若 Oxy 平面 上 的 曲线 
ax 二 2a0Xy 十 a2zy +2ax 十 2a2y +ao= 0 
是 风 圆 ( 双 曲 线 、 抛 物 线 ) ， 问 ; 二 次 曲面 
和 = Qi 十 2aioxy + ao 和 十 2aiX 十 2a2y 十 al0 
是 什么 曲面 ? 
9 如果 


则 曲面 
(aixz TDy+cz) 二 (aax 二 Boy 十 cz)2+(ox+by+cs) = 1 
是 什么 曲面 ? 
“10. 证 明 : 在 直角 坐标 系 Oxyz 中 ， 顶 点 在 原点 的 二 次 锥 面 
QiX2+ Go 入 二 ao+T2aoxy +T2aoayz +2alaxz = 0 
有 三 条 互相 垂直 的 直 母 线 的 充分 必要 条 件 是 
ai+ ao+ as = 0. 
“11. 设 几 和 轧 是 两 条 不 垂直 的 异 面 直线 ， 分 别 经 过 和 岂 作 两 
个 互相 垂直 的 平面 ,， 证明: 交 线 的 轨迹 是 单 叶 双 曲面 . 
“12. 设 I[0iel,e,e] 和 HLO; ef1,e2 ,6 和 是 有 相同 原点 的 右手 
直角 坐标 系 ,， 则 工 到 开 的 坐标 变换 可 以 分 三 个 阶段 来 完成 : 
X =%'cosb -Y siny ， 
| 


y =%'sin 砂 十 Y cos ， 


xz 三 2; 


2 化， 
(2) =y"cos0 -zsinb， 


和 =Yy0sing 二 zcos0j; 


yy/ =%'sinp +Y"cosp， 


7 


X0/ =%'cosp -ysinp ， 
0) 
其 中 角 峭 ，9，9p 称 为 欧 拉 角 ， 它 们 完全 确定 了 工 到 下 的 坐标 变换 . 
试 指出 这 三 个 阶段 的 坐标 变换 是 怎么 作 的 ， 角 消 ，9，92 各 是 哪个 角 ; 
试 写 出 用 峭 ，9，9 表示 的 工 到 开 的 点 的 坐标 变换 公式 . 
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平面 上 的 二 次 曲线 除了 椭圆 (包括 圆 ) 、 双 曲线 、 抛 物 线 外 ， 还 
有 没有 别 的 ? 如 何 从 所 给 的 二 次 方程 判别 它 代表 什么 二 次 曲线 ? 它 
的 形状 和 位 置 如 何 ? 二 次 曲线 有 哪些 几何 性 质 ? 这 些 就 是 本 章 所 要 
研究 的 问题 . 本 章 所 取 的 坐标 系 都 是 右手 直角 坐标 系 . 

平面 上 二 次 曲线 的 一 般 方程 是 

ao +2aopxy + ao 因 +2aix +2ay+a=0， (0.1) 

其 中 cu ，aa ，az2 不 全 为 零 . 

方程 (0. 1) 的 左 端 是 *,y 的 二 次 多 项 式 ， 记 作 P(x,y). 把 下 (xy) 
的 二 次 项 部 分 


Qi 和 十 2GizXY 十 aa (0.2) 
记 作 wo(x,y)， 利用 矩阵 的 乘法 可 以 把 p(x,y) 写 成 下 述 形式 ; 
CI Qizy 1 区 
9p(XY,Y) = 1 | ) 《0.3) 
Qi 022/ 了 


由 ep(*,y) 中 和 近 ，Y 项 的 系数 作为 主 对 角 元 ，xy 项 的 系数 的 一 半 作 为 

(1,2) 元 组 成 的 对 称 矩 阵 
是 呈 人 | (0.4) 

Qi 022 
称 为 (zx,Y) 的 矩阵 . 
利用 抑 阵 的 乘法 ， 还 可 以 把 R(x,y) 写 成 如 下 形式 : 

Ci Ca CI 
尼 (xZ,y) 伴 co Q22 


CI ac 00 


多 
， 《0.5) 
工 


其 中 矩阵 


(0.6) 


CC 00 
称 为 二 次 方程 (0.1) 的 矩阵 ， 它 是 对 称 和 矩阵. 令 6 = (aa )， 则 己 
可 以 分 均 写 成 


己 - (2 站 (0.7) 
0 al 
再 令 o =(x;,y)， 则 R(x,y) 可 以 表示 成 
严 (xy) = (ec ,外 (0. 8) 
于 是 方程 (0.1) 可 以 写成 
Ce 人 和 (人 = (0.9) 
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为 了 判别 在 右手 直角 坐标 系 [[0ie,e:] 中 的 二 次 方程 (0.1) 当 
系数 取 各 种 值 时 ， 它 能 表示 哪 几 种 曲线 ， 容 易 想到 的 办 法 是 : 作 右 
手 直角 坐标 变换 ， 使 得 二 次 曲线 (0. 1) 在 新 坐标 系 中 的 方程 比较 简 
单 ， 易 于 辨认 出 它 表 示 什 么 曲线 ， 由 于 任 一 右手 直角 坐标 变换 都 可 
由 移 轴 和 转轴 得 到 ， 所 以 我 们 首先 来 研究 在 转轴 下 二 次 方程 (0. 1) 的 
系数 变化 规律 

1I 作 转 轴 消 去 交叉 项 


设 IL0iei,ej 是 由 工 经 过 转轴 得 到 的 ， 转 角 为 6， 则 工 到 下 的 
点 的 坐标 变换 公式 为 


国生 人 | (1) 
sing cosg)7 


作 
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cosg -sing 和 5 和 
| 必 本 人 吉 
sing cosD y 和 


则 转轴 会 式 (1.1) 可 以 写成 


GE = Za. 


由 (1.1) 式 可 以 得 到 


区 cosO -sing 0NYx 
= | sinb cosg 017y |， 
0 0 工 八 I 


即 
间 呈 (各 0 
将 (1.2) 式 代 人 方程 (0.9) 中， 得 到 二 次 曲线 (0. 1) 的 新 方程 为 
ea (so 
即 
ccD 人 7 人 (= 村 二， 


由 于 (7 47) =7 477 =T747， 所 以 7T47 仍 为 对 称 和 矩阵 ， 于 是 新 
方程 的 二 次 项 部 分 po"“(*“,yY) 的 矩阵 为 7747， 一 次 项 系数 的 一 半 组 
成 的 列 是 76， 常 数 项 是 co 这 说 明 ， 经 过 转轴 ， 新 方程 的 二 次 项 
系数 只 与 原 方程 的 二 次 项 系数 及 转角 0 有 关 ， 新 方程 的 一 次 项 系数 
只 与 原 方程 的 一 次 项 系数 及 转角 9 有 关 ， 常 数 项 不 变 . 

转轴 后 二 次 曲线 8 的 新 方程 的 二 次 项 部 分 的 矩阵 为 ?7?47， 新 方 
程 中 不 出 现 交 叉 项 ( 即 *'y' 项 ) 当 且 仅 当 

7747 = ) (1.4) 
0 C22 

设 7 的 列 向 量 组 为 qi ，?2. 由 于 了 -: = 玖 ， 因 此 (1.4) 式 两 边 左 乘 
， 得 


2 
4(21 2) = Co 1 )， (1.5) 
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《427; 49) = 《cui ,0322292 ) . 


于 是 
421 = ci， 人 W = 022292- (1.6) 
从 (1.6) 式 受到 启发 ， 我 们 引出 下 述 概念 ; 

定义 1 1 设 4 是 实数 域 上 的 半 阶 方 阵 ， 如 果 存 在 实数 Xe 和 恨 ” 
( 耻 * 是 所 有 有 序 半 元 实数 组 组 成 的 集合 ， 它 的 元 素 称 为 二 维 向 量 ) 中 
的 非 零 向 量 y， 使 得 

人?7 = 人 0o7; (1.7) 
那么 称 i。 是 4 的 一 个 特征 值 ， 称 y 是 4 的 属于 特征 值 。 的 一 个 特 
征 向 量 . 

从 上 述 讨论 得 出 ， 转 轴 后 的 新 方程 中 不 出 现 交叉 项 当 且 仅 当 4 
有 两 个 特征 值 cf 和 oa2 (它们 可 以 相等 ) ， 并 且 4 有 两 个 正 交 的 特征 
向 量 9 ，m ( 注 : 9 与 9 正 交 是 指定 它们 的 对 应 分 量 的 乘积 之 和 
等 于 零 ) 

4 是 二 次 曲线 $ 的 原 方程 (0. 1) 中 二 次 项 部 分 的 矩阵 ， 它 是 实数 
域 上 的 2 阶 对 称 矩 阵 ( 简 称 2 阶 实 对 称 矩 阵 )， 4 有 没有 两 个 特征 值 ? 
入 有 没有 两 个 正 交 的 特征 向 量 ? 下 面 我 们 来 探索 这 两 个 问题 .我 
们 有 


)o 是 4 的 一 个 特征 值 ,y 是 4 的 属于 Ao。 的 一 个 特征 向 量 
< 全 4y = My E 及 ,7y ee 有 上 且 7s<0 
< 一 (AL-4)y7 =0,Ae 有 7yeR 且 7ys0 
生 一 二 元 齐 次 线性 方程 组 (Aor - 4) 互 = 0 有 非 零 解 y,Ao es 及 
< 一 |)or-4| =0,M。sR,7 是 (Mor-4) = 0 的 一 个 非 零 解 


Ao 一 an 一 Cl2 


=0,AMuER,7 是 (AT-4) 下 =0 


一 Qi 入。 一 Ca 
的 一 个 非 零 解 

< 一 1-(a+an)h+aa -ao =0,Moe 及 ,7 是 
(Ar -4) 互 = 0 的 一 个 非 零 解 
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< 一 是 多 项 式 人 - (ou +aa)A+|4| 的 一 个 实 根 ,y 是 
(Ao7 -44) 吉 = 0 的 一 个 非 零 解 . 

把 多 项 式 妨 - (au+ao)A+|4| 称 为 4 的 特征 多 项 式 ， 这 个 二 次 多 
项 式 的 判别 式 4 为 

4=(al+a) -4|141| = an， 十 2aila?， 十 a2， -4(aia 一 at ) 

= (ai 一 Co) + 4ab 三 0， 

等 号 成 立 当 且 仅 当 ol = oo 且 as =0. 于 是 ， 当 cl sa， 或 os0 
时 ，4 必 有 两 个 不 等 的 特征 值 M,，A:， 取 分 别 属 于 A，》， 的 两 个 特 
征 向 量 y ， 入 ， 则 47 = 和 yi ，437。 = 》Ny ， 从 而 有 

Yi = YI(Aaya ) = Aayi oa， 

324 力 = 和 (Ai) = Ai = (从 加) = AiY7 
由 于 ?yt47 = (7Y1422) =32477 =34， 因 此 ho = ， 从 
而 ()2 -Ai)yryas =0. 由 于 2 关 M， 因 此 Xi =0. 于 是 略 与 加 
正 交 . 

综 上 所 述 ， 我 们 证 明了 下 面 的 定理 : 

定理 1.1 设 4=(o) 是 2 阶 实 对 称 矩 阵 ， 则 4 有 两 个 不 等 或 相 
等 的 特征 值 ， 它 们 是 4 的 特征 多 项 式 驻 -(a+ao)A+141 的 实 
根 ， 并 且 

(1) 4 有 两 个 相等 的 特征 值 当 且 仅 当 co =aus 且 co。 =0; 

(2) 当 ch 关 az 或 os 关 0 时 ，4 有 两 个 不 等 的 特征 值  ，A，4 
的 属于 A, 的 任 一 特征 向 量 与 属于 ,的 任 一 特征 向 量 必 正 交 ， 且 4 
的 属于 A; 的 全 部 特征 向 量 是 齐 次 线性 方程 组 (AT-A4) 瑟 =0(0i=1， 
2) 的 全 部 非 零 解 . 

根据 定理 1.1 知 ， 对 于 二 次 曲线 $ 的 原 方 程 中 二 次 项 部 分 的 矩 
阵 4， 当 aos0 时 ，4 有 两 个 不 等 的 特征 值 M,，》,; 取 4 的 属于 和 ， 


二 着 区 工 
的 一 个 特征 向 量 3/ 人 (21572025 则 3 与 了 正和 父 ， 令 17; = [和 ( 


1 ,2) ， 则 够 | ， 名 > 是 单位 向 量 ， 且 与 97， 正 交 ， 从 而 7=(z7 7 ) 
是 2 阶 正 交 和 矩阵 ， 适 当选 取 % ， 可 以 使 17| = 1 作 坐 标 变 换 
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人 号 


则 0x'y“” 是 右手 直角 坐标 系 ， 于 是 坐标 变换 (1.8 ) 是 转轴 在 0Oxy 
中 ，48 的 方程 的 二 次 项 部 分 的 矩阵 为 


7747 = 国 由 
0  ) 


从 而 3 的 新 方程 的 二 次 项 部 分 为 


X0 十 》2y 7 
一 次 项 部 分 为 
20m5) (| 257z 人 ”| 三 二 ， .as 人 
和 冰 7 
= 26277127 + 2572727 (1.9) 
记 af =67，o=597， 则 3 在 0x'y' 中 的 方程 为 
MX +Ay ”+T2ax' +2a5y' + oa = 0. (1. 10) 


例 1.1 设 在 右手 直角 坐标 系 0xy 中 ， 二 次 曲线 $ 的 方程 为 
5x +4xy+2 和 -24x -12y+18 =0， 

作 转 轴 消 去 交叉 项 ， 写 出 $ 在 转轴 后 的 新 方程 . 

解 3 在 0Oxy 中 的 方程 的 二 次 项 部 分 的 矩阵 4 为 

3 
65 站 

4 的 特征 多 项 式 为 人 -7A+6， 它 的 两 个 实 根 为 6，1， 于 是 4 的 两 
个 特征 值 为 A =6，As =1. 

对 于 特征 值 AN = 6， 求 出 (GT -4)= 0 的 一 个 非 零 解 儿 = 
9 


了 


人 
人 ( 亏 司 : 
对 于 特征 值 ,=1， 求 出 (IT-4) 瑟 =0 的 一 个 非 零 解 = (-12)7 令 


| 


各 > 三 


洒 
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力 上 
0 
工 之 
性 
为 正 交 和 握 阵 ， 且 |7| =1. 作 转 轴 
国 (小 
3 在 0xy' 中 的 方程 的 一 次 项 系数 的 一 半分 别 为 
2 
ao= 0 = (-12，-6) = ~6w5， 
,5 


1 

5 
ai=D67= (-12，-6) 
.5 


于 是 3 在 0Ox'y' 中 的 方程 为 
6x“ +y2 -12V5x +18 = 0. 


12 作 移 轴 进 一 步 化 简 方 程 
就 可 以 通过 配方 ， 再 作 移 轴 ， 把 二 次 


经 过 转轴 消去 交叉 项 后 ， 
方程 进一步 化 简 ， 记 ac =A,，a2 =》2. 这 时 需要 区 分 几 种 情况 : 
情形 1 of 与 oj 同 号 . 

由 于 椭圆 的 标准 方程 中 平方 项 的 系数 是 同 号 的 ， 因 此 我 们 把 消 
去 交叉 项 后 平方 项 系数 同 号 的 二 次 曲线 称 为 椭圆 型 曲线 ， 此 时 把 新 


方程 (1. 10) 配方 得 
产 、 之 72 
人 他 Ci C2 
of 人 +] + (六 + 到 | 下 让 0 二 
Cl CQ22 2 422 


作 移 轴 
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了 Qi 
区 
CH 
(1.11) 
，， 22 
站 
人 22 
则 二 次 方程 (1. 10) 变 成 
axr2+aoy tc = 0， (1. 12) 
其 中 
=- -( 妆 对] + 
Cn 0 
(1) 落 ef 与 c 异 异 号 ， 则 (1 12) 式 两 边 同 除 以 -cr 》 得 
2 = 1， (1.13) 
Qi ba 
一 CT 一 C 
其 中 o = 一 六 ,中 = 一 六 显然，(1. 13) 式 是 椭圆 的 标准 方程 
11 22 
(2) 若 e 与 ou 同 号 ， 则 类 似 可 得 
厅 人 了 水 了 
一 + 全 =-1， (1.14) 
Q2 2D2 


其 中 轨 = 六， 号 = 才 ， 显 然 ， 方程 (1.14) 无 轨迹 ， 有 时 也 称 方程 


(1.14) 表 示 一 个 虚 棋 加 
(3) 着 cf =0， 册 方程 (1. 12) 可 写成 
多 
+ = 0， (1.15) 
其 中 加 = -号 = 显然， 方程 (1.15) 表 示 一 个 点 0”( 移 
钠 后 的 坐标 系 的 原点 )， 
情形 2 on 与 cz 异 号 ， 
由 于 双 曲线 的 标准 方程 中 平方 顶 的 系数 异 号 ， 因 此 我 们 把 消去 
交叉 项 后 平方 项 系数 异 号 的 二 次 曲线 称 为 双 曲 型 沿线 ， 此 时 类 似 于 
情形 1， 方程 (1.10) 经 配方 ， 再 作 移 轴 (1.11)， 可 以 变 成 方 各 
(1. 12)， 
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(1) 若 cr 关 0， 将 方程 (1. 12) 两 边 同 除 以 -cr ， 得 


本 2 中 
世 We 
一 -和 =1， 当 of 与 ofi 异 号 (1. 16) 
C4 3 
或 
加 罗 
经 了 下 当 ey 与 cn 同 号 ， (1.17) 
Q5 5 
其 中 
2 人 2 Ci 2 Cl 2 二 
惰 pb = 一 -; ax 0 
人 1 间 帮 全 CO 5 区 多 


显然 ， 方程 (1.16) 和 方程 (1.17) 均 表示 双 曲 线 ， 可 将 坐标 轴 再 转 
子 ， 把 方程 (1. 17) 变 成 方程 (1. 16) 的 形式 . 
(2) 若 er =0， 则 方程 (1. 12) 可 化 成 


入 本 了 
沁 多 


-二 = 0. (1.18) 


a3 a3 
把 左 端 分 解 因 式 ， 可 看 出 这 个 方程 表示 一 对 相交 直线 . 
情形 3 al 与 ca 中 有 一 个 为 零 ( 不 可 能 全 为 零 ). 
由 于 抛物 线 的 标准 方程 中 平方 项 系数 有 一 个 为 零 ， 所 以 把 消去 
交叉 项 后 平方 项 系数 有 一 个 为 零 的 二 次 曲线 称 为 抛物 型 曲线 , 
我 们 约定 把 4 的 特征 值 0 记 作 A,， 另 一 个 非 零 的 特征 值 记 作 
A2>， 于 是 cl =0，oa 关 0. 这 时 方程 (1. 10) 成 为 


ay +2oxz +2a2y + = 0， (1. 19) 
配方 得 
和 人 如 本 公 
了 C 玫 开 半 
oo 六 + =] +2oix' +o- 一 = 0. (1.20) 
Q22 222 


(1) 若 cis 关 0， 作 移 轴 


PP 
隐 Co22C0 一 C2 
201a22 ， 
(1.21) 
引 
2 
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则 方程 (1. 20) 成 为 
a2y” +2aux” = 0. 
显然 ， 这 是 抛物 线 的 方程 . 
(2) 车 af =0， 则 方程 (1. 20) 成 为 


人 
代 兴 杂 
co 人 7: + 到 | +c=0， 其 中 c 


C22 
作 移 轴 
X 二 2 
训 了 02 
和 二 冰 可 
CQ22 
得 ay + cy = 0. 
中 若 eo* 与 凡 异 号 ， 则 由 方程 (1.24) 得 
水 了 二 5 
和 一 了 
Ca22 


显然 ， 这 个 方程 表示 一 对 平行 直线 . 


(1. 22) 


(1.25) 


四 若 o 与 oo 同 号 则 易 看 出 方程 (1.24) 无 轨迹 ， 有 时 称 它 表 


示 一 对 虚 平行 直线 . 
昌 若 o =0， 则 由 方程 (1. 24) 得 
大 吗 三 0. 


显然 ， 这 个 方程 表示 一 对 重合 直线 (与 x 轴 重 合 ). 


(1.26) 


综 上 所 述 ， 经 过 直角 坐标 变换 把 二 次 曲线 方程 化 简 后 ， 可 以 看 
出 ， 二 次 曲线 共有 9 种 ， 其 中 椭圆 型 曲线 有 3 种 : 槛 圆 ( 包 括 圆 ) ， 


2 


直线 ， 一 对 重合 直线 . 


椭圆 、 双 曲线 、 抛 物 线 这 3 种 曲线 统称 为 圆锥 曲线 . 


1.3 例 


虚 椭 圆 ( 包 括 虚 圆 ) ， 一 个 点 ; 双 曲 型 曲线 有 2 种 : 双 曲 线 ， 一 对 相 
交 直 线 ; 抛物 型 曲线 有 4 种 : 抛物 线 ， 一 对 平行 直线 ， 一 对 虚 平 行 


例 12 确定 例 1.1 中 的 二 次 方程 表示 的 二 次 曲线 $ 的 类 型 、 形 


状 和 位 置 ， 并 且 画 图 . 
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解 例 1.1 中 通过 转轴 把 二 次 方程 化 简 成 
6x2"+Yy -12V5x'+18 = 0. 
因为 of 与 吃 同 号 ， 所 以 这 是 则 圆 型 曲线 .配方 得 
6(x' -~-w5) +y2 -12 = 0. 


作 移 轴 

we 

yY = 和 和， 
得 

6x +y -12 =0， 

即 

2 少 * 

了 + 条 = 1 


这 是 椭圆 ， 长 轴 在 y 轴 上 ， 长 半 轴 长 为 2V3 ， 短 半 轴 长 为 V2. 
由 例 1.1 的 转轴 公式 和 上 述 移 轴 公 式 可 得 出 总 的 坐标 变换 公 


式 为 
二 - 工 
全 oa 
7 | 工 之 7 
ww 
即 
这 
全 
工 2 
人 7 十 1 


因此 ， 最 后 的 坐标 系 0 xy 的 原点 0O” 
在 0xy 中 的 坐标 为 (2,1) 于 是 可 确定 
出 椭圆 的 位 置 ， 图 形 也 就 可 以 画 出 来 了 
(如 图 5.1). 

例 1.3 确定 下 述 二 次 方程 
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(1.27) 


4o +8xy+4 手 +13x+3y7+4=0 
表示 的 二 次 曲线 $ 的 类 型 、 形 状 和 位 置 ， 并 且 画 图 . 
解 3$ 的 方程 (1.27) 中 二 次 项 部 分 的 矩阵 4 为 
4 4 
人 = 
(| 
FE 多 项 式 为 -8A， 它 的 两 个 实 根 为 0，8， 于 是 4 的 全 部 特 


4 的 特 得 
征 值 是 和 =0，A，=8. 
对 于 入 =0， 求 出 (0 -4) 下 =0 的 一 个 非 零 解 y = (1, -1)7， 
1 1 
单位 化 得 = | 广 ， - 司 、 对 于) =8， 求 出 (87 -4) 瑟 =0 的 一 个 
1 
非 零 解 加 = (1,1)7， 单 位 化 得 总 = [元 司 
工 上 
| 
RE 
vV2 2 
则 了 是 正 交 矩阵， 且 |7| =1.、 作 转轴 
X _ 了 和 
本 
则 8 在 0x'y' 中 的 方程 的 一 次 项 系数 的 一 半分 别 为 
工 
0 
人 人 _ 工 AD 
厅 
上 工 
二 33 
0 (到 |= 专 
厅 
' 中 的 方程 为 


于 是 ，$ 在 Ox'7y 吕 
87 +5v2x' +8wy' +4 =0， 
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即 
人: 13 
作 移 轴 
和 ”二 和/ 
和 
久未 2 
则 SS 在 0x7y ”中 的 方程 为 
8y ”+5wV2x” = 0， 
即 


了 二 0 


于 是 ，3 是 抛物 型 曙 线 ， 且 为 抛物 线 ， 焦 参数 = 过 /5， 对 称 轴 在 x 


轴 上 ， 开 口 朝 着 * 轴 的 负 向 ， 
总 的 坐标 变换 公式 为 


区 
下 亚 | 和 | 

他 
于 是 0 "在 Oo 中 的 坐标 为 { -本 ， -于 ， 
入 轴 ，》 轴 的 单位 向 量 在 Oxy 中 的 坐标 图 5.2 
分 别 为 


1 下 1 1 
本 万 一同 ， |( 记 同 ， 
这 样 就 可 画图 了 ， 如 图 5. 2 所 示 . 

习 题 S$.1 


1. 通过 直角 坐标 变换 确定 下 列 二 次 方程 表示 的 曲线 的 类 型 、 形 
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状 和 位 置 ， 并 且 画 图 : 

(1) 11x +6xy+3 和 -12x -12y-12 =0; 

(2) 5x +12xy -22x -12y -19 =0; 

(3) 达 -2xy+ 姑 -10xz-6y+25=0; 

(4) 6 习 +12xy+ 和 -36x -6y =0; 

(5) 4 -4xy+ 和 -2x -14y+7=0. 

2. 给 定 方 程 

(4x+By+C) A++By+C)2=1， 
其 中 
4iB, - 4.Bis0，44， +BB，= 0， 

试 经 过 适当 的 坐标 变换 把 上 述 方程 化 成 标准 形式 ， 并 且 指 出 此 方程 
表示 什么 曲线 . 


$2 二 次 曲线 的 不 变量 


在 上 节 中 ,我们 已 经 会 通过 转轴 和 移 轴 ， 把 二 次 曲线 方程 化 简 
成 标准 形式 ， 由 此 确定 曲线 的 类 型 、 形 状 和 位 置 ， 但 是 ， 在 不 少 问 
题 中 ， 常 常 希望 直接 从 原 二 次 方程 的 系数 来 判别 它 代表 的 曲线 的 类 
型 和 形状 ， 本 节 就 来 解决 这 个 问题 .解决 此 问题 的 途径 是 : 先 讨论 
在 直角 坐标 变换 下 ， 二 次 方程 的 系数 (看 成 参 变量 ) 的 哪些 函数 其 函 
数值 是 保持 不 变 的 ， 然 后 我 们 就 能 确定 原 方 程 的 系数 与 经 过 转轴 和 
移 轴 得 到 的 最 简 方 程 的 系数 之 间 的 关系 ， 从 而 就 可 用 原 方程 的 系数 
来 直接 判别 曲线 的 类 型 和 形状 . 


2.1 二 次 曲线 的 不 变量 和 半 不 变量 


曲线 的 方程 一 般 是 随 着 坐标 系 的 改变 而 改变 的 ， 但 是 既然 这 些 
方程 都 是 代表 同一 条 曲线 ， 它 们 就 应 该 有 某 些 共同 性 ， 也 就 是 说 它 
们 的 系数 应 该 有 某 些 共同 的 特性 是 不 随 坐 标 系 的 改变 而 变化 的 ， 刻 
画 这 种 共同 性 的 量 ， 我 们 称 它 为 不 变量 ， 确切 地 说 ; 

定义 2.1 曲线 方程 系数 的 一 个 确定 的 函数 ， 如 果 在 任意 一 个 直 
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角 坐 标 变换 下 它 的 函数 值 不 变 ， 那 么 就 称 这 个 函数 是 这 条 曲线 的 一 
个 正 交 不 变量 (简称 不 变量 )， 

不 变量 既然 与 直角 坐标 系 的 选择 无 关 ， 于 是 它 就 反映 了 曲线 本 
身 的 几何 性 质 .， 因 此 ， 找 出 曲线 方程 的 不 变量 是 解析 几何 研究 中 的 
一 个 重要 课题 . 

由 于 平面 上 任 一 右手 直角 坐标 变换 可 以 经 过 转轴 和 移 轴 得 到 ， 
因此 我 们 来 探索 二 次 曲线 $ 的 方程 系数 的 什么 样 的 函数 在 转轴 下 其 
函数 值 不 改变 ， 在 移 轴 下 其 函数 值 也 不 改变 . 

根据 本 章 $1 的 (1.10) 式 ，$ 在 (1.8) 式 的 转轴 后 的 方程 为 

ALX2+Ay2 +2ax' +2a5y' +a = 0， 《21 
其 中 A，》? 是 $ 的 原 方 程 的 二 次 项 部 分 的 矩阵 4 的 两 个 特征 值 ， 它 
们 是 4 的 特征 多 项 式 人 - (ou +ao)A+|4| 的 两 个 实 根 ， 于 是 根据 
囊 达 公式 得 


AM+A =oai+ao，AA = |4|. (2.2) 

从 (2. 1) 式 看 出 ，A+A; 是 3 在 上 述 转轴 后 的 方程 的 平方 项 系数 之 

和 ， 而 从 3 的 原 方程 (0.1) 看 出 ，au + a2 是 $ 的 原 方程 的 平方 项 系 

数 之 和 . 由 此 我 们 猜测 二 次 曲线 $ 的 方程 的 平方 项 系数 之 和 在 任 一 
转轴 下 保持 不 变 ， 于 是 我 们 令 

五 = al + am， (2.3) 

又 从 (2.1) 式 看 出 ，AiA; 是 3 在 上 述 转轴 后 的 方程 的 二 次 项 部 分 的 


5 aa 区 而 |4| 是 8 的 原 方程 的 二 次 项 部 分 的 矩阵 4 


的 行列 式 ， 从 (2.2) 式 的 第 二 个 式 子 受到 启发 ， 我 们 猜测 二 次 曲线 $ 
的 方程 的 二 次 项 部 分 的 矩阵 的 行列 式 的 值 在 任 一 转轴 下 保持 不 变 . 
于 是 我 们 令 


(2.4) 


为 了 证 明 友 在 任 一 转轴 下 不 改变 它 的 函数 值 ， 我 们 注意 到 cu + 
az 是 4 的 主 对 角 元 之 和 ， 于 是 引出 下 述 概念 : 
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定义 2.2 工 阶 方 阵 4=(or) 的 主 对 角 线 上 所 有 元 素 的 和 称 为 从 
的 迹 ， 记 作 tr(4) ， 即 
tr(4A)= ct+aas + 十 Qi (2.5) 
由 定义 2.2 知 ， 对 于 二 次 曲线 3$,， 夏 =t(4). 
设 4=(op)， 召 =( 扩 ) 是 m 阶 方 阵 ， 容 易 证 明 ， 抢 阵 的 迹 具 有 下 
述 性 质 ， 
性 质 2.1 tr(4+ 台 )=tir(4) +tr( 召 ) ，tr(ihA)= itr(4). 


证 明 tr(4+B) = 六 (4+B)(Gi= 风 (as 二 号 ) 


= 


2 对 二 =tr(4) +tr( 召 ) ; 
| 个 1 


ui) = > (tan) = 丰 Y wu= Ktr(4) . | 国 
性 质 2.2 tr(4B)=t(BA4)， 
证 明 由 于 


(4B) = 六 (4B) (iDD= 了 obn， 


tr(B4) = >》(B4)(00D) = 》>bo on = >》 >》oobu 
人生 和 区 全 
因此 
tr(4 驴 )= tr( 吾 4 ). 癌 ] 
由 于 二 次 曲线 的 五 ,五 只 涉及 二 次 项 系数 ， 因 此 仅 任 去 和 五 肯 
定 无 法 判断 $ 的 类 型 和 形状 ， 应 当 把 一 次 项 系数 和 常数 项 也 考虑 进 


来 令 


(2.6) 


Ci C2 Co0 
现在 我 们 来 证 明 下 述 定理 : 
定理 2.1 厂 ,， 厂 ， 太 都 是 二 次 曲线 的 不 变量 . 
证 明 作 任 一 转轴 w = ra'， 其 中 了 是 正 交 和 矩阵， 并 且 |7| = 1. 
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根据 本 章 $1 的 (1.3)' 式 ,二 次 曲线 $ 在 转轴 后 的 方程 为 


(er 人 | 世 


577 1 4 
Co 


对 方程 (2.7) 计 算 : 
了 = tr(T4hT) = tr((47T)E) = tr(47) = tr4)= 下， 
六 =|174TI= 7247 = 14| = 了， 


， |747 75| 乓 儿 " 
| 0 IN57 ww 人 0 1 
=| 到 |517| = 


因此 ， 在 任 一 转轴 下 ,， ,三 ,5 的 值 都 保持 不 变 . 
作 任 一 移 轴 we = w+a， 其 中 = (和 5) 太 ) ao=(xoyo) ， 
则 二 次 曲线 $ 在 移 轴 后 的 方程 为 
ai (xz +2) +2ao(z +xo)(7 +yo) +a(y 十 yo ) 
+2al(x +x) +2a(7y +yo) +ao= 0. (2.8) 
方程 (2.8) 中 ， 二 次 项 系数 分 别 为 ou ，2aua ，az ， 因 此 在 移 轴 下 下 
和 厂 的 值 都 保持 不 变 . 
方程 (2.8) 可 以 写成 
(e+a)rha(a +a)+25 (at+tao)+ao =0， (2.9) 
即 
arha tarrha +akhe +aokao+25 oa +256 ao+ao= 0， 
(2. 10) 
即 
arTha*+ (aha)7+a4a tarkhaot25 "e+25 ao+a= 0， 
(2. 11) 
亦 即 
arrha+2(al4+5T)a+akao+25 ao+a= 0 (2.12) 
对 方程 (2. 12) 计算 : 
各 ao + 


呈 = T 下 人 了 
ao4+D aokao +26 ao +ao 
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7 0 4 5 mn 
全 民 


=|7l2a 17| = 五 - 
因此 ， 在 任 一 移 轴 下 , 五 的 值 不 改变 . 
综 上 所 述 ,， 到, 厂 ,都 是 二 次 曲线 的 不 变量 . 口 


五 是 二 次 曲线 $ 的 方程 的 抵 阵 己 的 行列 式 (参看 本 章 开 头 部 分 的 

刘 

(9.6) 式 ) 五 是 己 的 一 个 2 阶 主子 式 P 人 ，， 
子 式 ; 


2 
?还 有 两 个 2 阶 主 


3 


Ci Qi C22 0Q2 


1,3， 2,3，_ 
国 罗 恒 23 和 

我 们 把 己 的 这 两 个 2 阶 主 子 式 的 和 记 作 天. 对 于 玉 有 下 面 的 结论 ， 
定理 2.2 设 二 次 曲线 在 直角 坐标 系 Oxy 中 的 方程 为 (0.1) 


式 ， 令 


QI 0Qo 2 Co 


CI Co 2 Co 


则 在 转轴 下 KR 不 变 ， 并 且 对 于 五 = 厂 =0 的 二 次 曲线 ， 玉 在 移 轴 下 
也 不 变 ， 称 天 是 二 次 曲线 的 半 不 变量 . 

证 明 作 转 轴 w =7ae'， 则 因为 8' =7"56， 所 以 有 
Ci a1 


CO 0 | 
玉 ' = 本 

下 天 
Ca  G0 


Ca1 ao 
= (au+a2)ao - (af 全 ao2) = Ta -5675 
= 1 - (7 5) (776) = 1o -05777765 
= na -66=7no-(o+ 喧 )= 开 . 

对 于 盖 = 五 =0 的 二 次 曲线 ， 由 五 =0 得 ca =a2， 即 
CC = Ca Ga， 
此 时 cu 和 az 至 少 有 一 个 不 为 零 (否则 会 有 au =a。 =as =0， 矛盾 )， 
不 芒 设 os 关 0， 记 au:as =aa:a =7 此 时 有 
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al aa ai la ja ai 0 0 oa -la， 
D= laa ad al= |aco aa ai= |cao 0 CQ2 
CI Ca 00 Ci C2 Co CI 02 Co 
人 Q Q 
12 22 22 
= (ai - as) | = (ac -ya2) 
CI 0o ai 一 ia， ca， 


= -ao(al -za ) 


因为 五 =0，a2 送 0， 所 以 co -jos =0. 于 是 得 到 


aa =ao:iao = aa = (2. 13 ) 
现在 作 移 轴 waw =aw'"+ao， 由 (2.8) 式 得 
an or QHl Q1lXo 十 Qizyo 十 QI 
CT arg QilXo 十 Qiayo 十 Q1 RCxo ,yo ) 
ii Qiayo 十 Qi 


2 
Cuxo + Qipyo 二 CI aixoyo 二 azay0 十 QiXo 十 2a2yo 十 Go 


Ci11 Qiayo 士 Qi 


(2. 14) 


这 
Ciayo + Cl aazyo 二 2aayo 十 Go 


<0，(2.14) 式 等 于 


上 下 


Cl1 了 ay0 十 Ql 
工 1 2 1 
一 Clyo + Qi 万 QHyo + 之 一 Qtyo 十 00 
1 7 1 
C C 
1 1 
Ci Ci 
了 ay7o 二 Qi 了 yo 十 Co QI 00 
已 5 
地， 总 


若 !=0， 则 由 (2. 13 ) 式 知 aa= ao= al =0， 于 是 (2. 14) 式 等 导 
之 ， 有 


类 伺 地 ， 可 证 
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因此 KRr = 天 这 表明 ， 对 于 卫 = 厂 =0 的 二 次 曲线 ,天 在 移 轴 下 也 
是 不 变 的 . 


注意 ， 对 于 任意 二 次 曲线 ， 有 在 移 轴 下 其 函数 值 可 能 变化 . 
2.2 利用 不 变量 确定 二 次 曲线 的 类 型 和 形状 


设 二 次 曲线 的 方程 (0.1) 经 过 直角 坐标 变换 化 成 了 最 简 形 式 . 
(1) 椭圆 型 和 双 曲 型 曲线 . 
此 时 最 简 方程 为 
oa ay = 0， 
其 中 Qi 二 人 ，Q2 =A2. 当 af 与 c2 同 ( 异 ) 号 时 ， 曲线 为 椭圆 型 ( 双 
曲 型 )， 由 于 到 和 怀 是 不 变量 ， 所 以 有 


7 2 
上 ca = 盖 ， 


(2. 15) 


CUC22 = . 
于 是 of 与 吃 同 号 的 充分 必要 条 件 是 一 >0. 这 表明 ， 若 志 >0， 则 曲 
线 为 椭圆 型 ; 若 忆 <0， 则 曲线 为 双 曲 型 . 
因为 六 也 是 不 变量 ， 所 以 有 


au 0 0 
=|0 cc 0|= QilQ22cT 二 1cr ， 
|10 0 ec 
从 而 得 
2 计 
cr = 天 (2. 16) 


这 样 ， 椭 圆 型 或 双 曲 型 曲线 的 最 简 方 程 (1. 12) 可 写成 


水 卫 六 了 五 
人 IX 十 入 2Y 
由 最 简 方程 (2. 17) 可 以 确定 二 次 曲线 的 形状 ， 并 且 得 出 判别 曲线 所 
属 的 类 的 方法 : 当 忆 >0 时 , 若 五 与 五 异 号 ， 则 曲线 (0.1) 是 顶 圆 ; 


= 0. (2. 17) 
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若 志 和 五 同 号 ， 则 曲线 (0.1) 是 虚 椭 圆 ; 若 忆 =0， 则 曲线 (0. 1) 是 
一 个 点 . 当 五 <0 时 ,车 石 关 0， 则 曲线 (0.1) 是 双 曲 线 ; 若 厂 =0， 
则 曲线 (0. 1) 是 一 对 相交 直线 . 
(2) 抛物 型 曲线 . 
@ 抛物 线 ， 其 最 简 方 程 为 
a2y +2a = 0，a2s0，ai 关 0. 


由 于 五 ,五 ， 是 不 变量 ， 因 此 有 


在 党 = 0， 
站 
0 0 ai 
DP=|0 oo 0|=-a2oc =- 三 可 
a 0 0 


于 是 最 简 方 程 (1. 22) 可 写成 


矿工 
77 十 2 二 了 人 (2. 18 ) 


@ 其 他 情况 (对 应 于 $1 的 1.2 小 节 中 情形 3 的 (2) ). 
此 时 最 简 方程 为 


计算 出 
1 =o5， 厂 =0， 7 =0. 
由 于 五 ==0， 因 此 瓦 在 转轴 和 移 轴 下 均 不 变 ， 从 而 有 


0 0 G22 0 ) 六 案 
天 三 。 .| = aa2ac = 3 
人 “05 0 C2 
于 是 最 简 方 程 (1.24) 可 写成 
训 2 及 
六 + 矿 = 0. (2. 19 ) 
1 


综 上 所 述 ， 当 五 =0 时 ， 上 曲线 (0.1) 为 抛物 型 ， 此 时 ， 若 石 关 0， 
则 曲线 (0. 1) 为 抛物 线 ， 其 形状 由 方程 (2.18 ) 可 确定 若 卫 =0， 则 
又 分 三 种 情况 : 当 玉 <0 时 ， 曲 线 (0.1) 为 一 对 平行 直线 (从 方程 


166 “第 五 章 ”二 次 曲线 方程 的 化 简 及 其 类 型 和 性 质 


(2. 19) 可 以 看 出 ); 当天 >0 时 ， 为 一 对 虚 平 行 直线 ; 当天 =0 时 ， 
为 一 对 重合 直线 . 

从 上 面 看 到 ， 利 用 二 次 曲线 的 不 变量 厂 , 五 ， 和 半 不 变量 天 ， 
就 能 完全 确定 曲线 的 类 型 和 形状 ， 把 上 述 结果 列 成 一 个 表 ， 如 表 5.1 
所 示 . 


型 别 类 别 识别 标志 


(1) 椭圆 ; 已 与 几 异 号 ; 
〈2) 虚 椭 圆 ; 厂 与 五 同 号 ; 
(3) 一 个 点 


椭圆 型 
>0 


其 中 和 ，A; 是 多 项 
(4) 双 曲 线 ; 人 -站 A + 的 两 个 实 根 


〈5) 一 对 相交 直线 


《6) 抛物 线 


抛物 型 
坪 =0 |(7) 一 对 平行 直线 ; 
(8) 一 对 虚 平 行 直线 ; 
(9) 一 对 重合 直线 


2.3 例 


例 2.1 判断 下 列 二 次 曲线 的 类 型 ， 并 且 确 定 其 形状 : 
(1) 妆 -3xy+ 欠 +10x 一 10y+21=0; 
(2) 和 +4xy 4 和 -20x +10y -50 =0. 


1 -3 

2 5 

解 (1)7=1+1=2, 二 = 汪 
3 1 
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3 
于 四 3 
万 :三 3 一 一 一 . 
和 4 
2 
S -5$ 21 


因为 忆 <0， 所 以 这 是 双 曲 型 曲线 ， 又 因为 厂 关 0， 所 以 这 是 双 曲 线 . 
多 项 式 i -2A - 寺 的 两 个 实 根 是 


工 5 
从 1 一 了， 全 
之 
又 有 玉 =1， 于 是 方程 可 化 简 成 
2 
0 本 
一 + +T 工 = 0， 
即 


二 
二 所 台 
2 


本 了 
闫 -: 
人 

5 


于 是 这 条 双 曲线 的 实 半 轴 a =VI， 虚 半 轴 5 = /二 = 于 Vi 


:2 
(2) 1 -1+4-5 5 ?|- ， 
1 2 -10| 
凡 = 2 4 5| = - 025. 
-10 5 -50 


因为 忆 =0， 所 以 这 是 抛物 型 曲线 ， 又 因为 五 关 0， 所 以 这 是 抛物 线 . 


由 于 |- 区 = /3 -5V5， 于 是 方程 可 化 和 成 


5y” 上 10VvSx” = 0， 


即 
7 +2wW5x ”=0. 
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因此 这 条 抛物 线 的 焦 参 数 p =V5. 
例 2.2 按 参数 的 值 讨 论 下 述 曲线 的 类 型 : 
hx -2xy+A2 -2x+2y+5 = 0. 
解 了 =2A， 
= 和 驴 -1=(A-1)(A+I)， 
R=5A -24-3=5l^ + 本 1(4-D， 
KR =104 -2=2(514 -1)， 
(1) 当 |A| >1 时 ,五 >0， 属 于 椭圆 型 . 
@ 当 和 >1 时 ,站 >0, 五 >0， 因 此 是 虚 椭 圆 ; 
@ 当 人 < -1 时 , 站 <0, 了 >0， 因 此 是 椭圆 . 
(2) 当 |A| <1 时 , 五 <0， 属 于 双 曲 型 . 
@ 当 -1<A)<1， 上 且 Ax - 吉 时 ， 五 关 0， 因 此 是 双 曲 线 ; 


@ 当 ) = -本 时 ,请 =0， 因 此 是 一 对 相交 直线 . 


(3) 当 |A| =1 时 , 于 =0， 属 于 抛物 型 . 

四 当 人 =1 时 , 石 =0，K =8>0， 因 此 是 一 对 虚 平 行 直线 ; 
@ 当 人 = -1 时 ,五 <0， 因 此 是 抛物 线 . 

上 述 讨论 结果 可 用 图 5. 3 来 形象 表示 . 


椭圆 双 曲 线 双 曲 线 虚构 贺 


抛物 线 一 对 相交 直线 一 对 虚 平 行 直 线 
图 5.3 


习 题 S$.2 
1. 判断 下 列 二 次 曲线 的 类 型 ， 并 且 确 定 其 形状 : 
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(1) 6xy+8 和 -12x -26y+1l1=0; 

(2) 和 达 +2xy+ 和 一 8x+4=0; 

(3) 5 刀 +8xy+5 刀 -18x 一 18y+9=0; 

(4) $xz -16xy +29 和 +10x -34y+10 =0; 

(5) 妇 +iy-2 和 -11x -yy+28=0; 

(6) 8i +8xy+27 -6x -3y7 -5=0; 

(7) 9 入 -8xy+24 和 人 -32x -16y+138 =0. 

2. 当 A 取向 何 值 时 ， 方 程 

Ai +4xzy + 和 -4x -2y-3=0 

表示 一 对 直线 ? 

3.， 按 参数 》 的 值 讨 论 下 列 曲线 的 类 型 ; 

(1) (1+ 和 入)( 和 + 从) -4Axzy+2A(z+y) +2=0; 

(2) 和 巡 -42y+4 和 +8y+3+2A(0-2xy-x -1)=0. 

4. 证 明 : 二 次 方程 (0.1) 表 示 一 个 圆 的 充分 必要 条 件 是 

情 =470， 17 <0. 

5. 证 明 : 二 次 方程 (0. 1) 表 示 等 轴 双 曲线 或 两 条 互相 垂直 的 直 
线 的 充分 必要 条 件 是 不 =0. 

6. 设 二 次 方程 (0. 1) 表 示 一 对 平行 直线 ,证 明 : 这 对 平行 直线 
的 距离 为 

五 


7. 证 明 : 抛物 线 满足 5 <0. 
$3 二 次 曲线 的 对 称 中 心 


上 一 节 我 们 利用 二 次 曲线 的 不 变量 和 半 不 变量 直接 从 原 方程 的 
系数 确定 了 曲线 的 类 型 和 形状 ， 那 么 能 否 直 接 从 原 方程 确定 曲线 的 
位 置 呢 ? 譬如 ， 对 于 柳 圆 ， 只 要 能 从 原 方程 的 系数 求 出 它 的 对 称 中 
心 和 两 根 对 称 轴 ( 长 轴 和 短 轴 ) ， 则 椭圆 的 位 置 就 确定 了 ， 因 此 ， 从 
本 节 开 始 ， 我 们 来 讨论 如 何 直接 从 原 方程 判别 二 次 曲线 有 没有 对 称 
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中 心 和 对 称 轴 ， 如 果 有 的 话 ， 如 何 求 出 它们 ， 我 们 还 要 讨论 如 何 直 
接 从 原 方程 求 出 二 次 曲线 的 切线 和 法 线 ， 求 出 双 曲 线 的 渐 近 线 等 
由 于 二 次 曲线 的 对 称 轴 、 切 线 、 渐 近 线 都 是 直线 ， 因 此 我 们 就 从 讨 
论 直 线 与 二 次 曲线 的 相关 位 置 人 手 . 


3.1 直线 与 二 次 曲线 的 相关 位 置 


设 二 次 曲线 $ 的 方程 为 (0.1) ， 直 线 1 经 过 点 Mo(xo,yo) ， 方 向 
向 量 为 w(,z) ， 则 ! 的 参数 方程 为 
% 二 %o 十 At， 
民 三 yo 十 Z1， 
为 了 讨论 直线 ! 与 二 次 曲线 $ 的 相关 人 位置， 我 们 把 (3.1) 式 代入 
(0.1) 式 ， 经 整理 得 
扣 ( 凡 了) 下 二 2[ 有 (xzoyo) 人 +E(Cxzoyo)z]i+R(xoyo)= 0， 
(3.2) 
其 中 F(x,y) 是 (0. 1) 式 左 端的 多 项 式 ，p(x,y) 是 Cx,y) 的 二 次 项 部 
分 ， 而 
有 (xy):= ad +aoy+Ta Fo(YYy) := QpoxX 二 aoy 十 Qa， 
情形 1 9p(1,z) 关 0. 这 时 (3.2) 式 是 上 的 二 次 方程 ， 它 的 判别 
式 为 
A=4[ 本 (xzoyo) 人 + 本 (zt+yo)z] 一 4p(AP)RCxoyyo)， 
四 车 4A>0, 则 ! 与 S 有 两 个 不 同 交 点 ; 
四 车 4=0， 则 ! 与 9$ 有 两 个 重合 交点 ; 
蝎 若 4A<0,， 则 /与 $ 没 有 交点 ， 但 由 于 方程 (3.2) 有 两 个 共 斩 
虚 根 ， 因 此 称 ! 与 93 有 两 个 虚 交 点 ， 
情形 2 ep(A,zZ)=0. 
四 若 忆 (zxo,yo)A+ 术 (xyo)zs 关 0， 则 方程 (3.2) 是 上 的 一 次 方 
程 ， 从 而 ! 与 $ 有 一 个 交点 ; 
四 若 忆 (xyo)A+ 本 (xyo)z=0， 且 下 (xyo)=0， 则 方程 
(3.2) 成 了 恒等式 ， 即 任 一 实数 寺 都 是 方程 (3.2) 的 解 ， 从 而 整 条 直 


--coo<li<+oo. (3.1) 


8$3 三 次 曲线 的 对 称 中 心 171 


线 / 都 在 3S 上 ; 
电车 太 (zoy) 人 + 已 ( 和 加 )z=0， 且 (xyo) 关 0， 则 方程 
(3.2) 无 解 ， 从 而 ! 与 $ 没有 交点 . 
定义 3.1 设 二 次 曲线 $ 的 方程 为 (0.1) ， 若 非 零 向 量 的 坐标 
(4;z) 满足 op(nwz)=0， 则 称 w 是 3 的 渐 近 方向 ; 若 满足 op(jsz) 关 
0， 则 称 "是 3 的 非 渐 近 方向 . 
定理 3. 椭圆 型 曲线 ( 即 闭 >0) 没 有 渐 近 方向 ; 双 曲 型 曲线 
(za <0) 有 两 个 渐 近 方向 ; 抛物 型 曲线 (五 =0) 只 有 一 个 渐 近 方 向 ; 
人 DZ 三 一 aal = 一 ao :Qi 
证 明 作 直 角 坐 标 变换 
CE = Ta +Gl， 
把 二 次 曲线 $ 的 方程 (0.1) 化 成 最 简 方 程 ， 其 中 了 = (与 ) 是 正 交 和 拖 
阵 ，eo 是 新 原点 的 旧 坐 标 ， 于 是 新 方程 的 二 次 项 部 分 为 
pxX0Y) = @ (Ta 


设 平面 上 任 一 向 量 n 的 旧 坐 标 为 B = (让 新 坐标 为 B' = 图 


则 B =7B' ， 从 而 有 
2 (0 0) = BT 47T)B = (780)74(07B7) 
= B 4B = p(1z). 《3.3) 
设 $ 为 椭圆 型 或 双 曲 型 曲线 ， 则 3 的 最 简 方 程 为 
信和 全 十 ay"+ 主 = 0. 
此 时 
PR) = AN AD 
如 果 3 为 枯 圆 型 曲线 ， 则 厂 = AAA > 0. 于 是 po'(A,z)=0 当 且 
仅 当 M = 六 =0， 即 B =0， 从 而 8 =78' =0， 所 以 椭圆 型 曲线 没有 
渐 近 方向 . 
如 果 $ 为 双 曲 型 曲线 ， 则 三 =AAs <0. 此 时 方程 
AU +Apz2= 0 


的 非 零 解 为 记 W As ,VD 已 (-VAa VIA 大 关 0， 
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妨 关 0. 因此 3 有 两 个 渐 近 方向 . 
设 $ 为 抛物 型 曲线 ， 则 $ 的 最 简 方 程 为 


二 了 天 
1y2 2 /一 2 =0 或 0y2+= =0. 
五 忆 


此 时 op)= 丰 zz ， 于 是 po )=0 当 且 仅 当 交 =0. 所 以 $ 有 


且 只 有 一 个 渐 近 方向 z 它 的 新 坐标 是 | 0 |， 它 的 旧 坐 标 是 
和 1 
于 1 } 其 中 心 闪 0. 由 于 
， 0 0 
r47 = | )， 
0 也 
即 


由 此 得 出 
四 1 一 Qt 一 22 
网 放量 w 是， 
因此 $ 的 唯一 的 渐 近 方向 的 旧 坐标 为 (- ao,au) 或 (- am,ao) (注意 ， 
从 上 式 知 ， 以 (-oa,aa) 和 (-aza,ap) 为 坐标 的 向 量 是 共 线 的 )，” 口 


3.2 二 次 曲线 的 对 称 中 心 


读者 已 经 知道 ， 槛 圆 和 双 曲 线 都 有 一 个 对 称 中 心 ， 而 扫 物 线 没 
有 对 称 中 心 ， 其 他 几 种 二 次 曲线 有 没有 对 称 中 心 ? 如 果 一 条 二 次 曲 
线 有 对 称 中 心 ， 如 何 直 接 从 原 方 程 求 出 它 的 对 称 中 心 ?” 本 小 节 就 来 
讨论 这 些 问 题 . 

定义 3.2 点 0' 称 为 曲线 $ 的 对 称 中 心 ( 简 称 中 心 ) ， 如 果 3 上 
任 一 点 Mi 关于 0' 的 对 称 点 内 仍 在 S 上 ， 

定理 3.2 点 0'(xo, 和 ) 是 二 次 曲线 S( 它 的 方程 是 (0.1) ) 的 对 
称 中 心 的 充分 必要 条 件 为 0' 的 坐标 (x% ,yo) 是 方程 组 
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和 (3.4) 


(xy)= 0 
的 解 . 
证 明 必要 性 设 0'(xo,yo) 是 二 次 曲线 $ 的 对 称 中 心 ， 任 取 8 
的 一 个 非 渐 近 方向 (w,z) ， 则 经 过 0'(xo 加) 且 方 向 为 (wz)7 的 直线 7 
与 3S 有 两 个 (不 同 的 、 重 合 的 或 虚 的 ) 交 点 Mi (xi 加)7 和 2 (x, 和 )7 由 


于 0 是 3 的 对 称 中 心 ， 所 以 0 是 线段 胃 甩 的 中 点 .于 是 
%， 十 克 基 士 Y 
mo= 一 ， 询 本 人 (3.5) 
设 Mi; 对 应 的 参数 值 为 雪 ， 则 有 
ee = 1 .2. (3.6) 
yi = yo 十 zZ， 


将 (3.6) 式 代 和 人 (3.5) 式 ， 得 
2xo = 2xo 十 从 (和 十 加) ， 27o= 2yo 十 2( 志 十 帮 )， 
于 是 得 
内 ( 五 + 加 )=0，z( 二 + 二 )= 0. 
由 于 你，z 不 全 为 零 ， 因 此 三 + 六 =0. 
因为 Mi(E=1,2) 是 /与 3 的 交点 ， 所 以 它 对 应 的 参数 值 总 (i = 1， 
2) 是 上 的 二 次 方程 (3.2) 的 根 ， 根据 韦 达 定理 ， 得 


一 2 
轴 十 因 三 一 2(xo yo)z7]. 
PP) 
再 由 与 +2=0 得 
HE (Cxoyo) +ZE(xoyo) = 0. (3.7) 


《3.7) 式 对 于 $ 的 任意 非 渐 近 方向 (w,z) 都 成 立 ， 取 $ 的 两 个 不 共 
线 的 非 渐 近 方向 和 (wm) 和 也 (如 , 思 ) ， 则 得 


ee (3.8) 
Ha (zxoyo)+ zza(xoyo) = 0. 
这 说 明 ( 忆 (xyo) , 忆 (xo,yo)) 是 齐 次 线性 方程 组 
ea = 0， (3.9) 
Hax +zay = 0 
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的 解 ， 由 于 与 艺 不 共 线 ， 因 此 


HI Na x0， 


221 了 2 
从 而 方程 组 (3.9) 只 有 零 解 ， 所 以 有 
Ci《 提 0， 
(xyo) = 0. 
充分 性 ” 若 点 0' 的 坐标 (xo,) 是 方程 组 (3.4) 的 解 ， 则 
Pi(zoyo)=0，F(xosyo) = 0. 
作 移 轴 ， 使 0' 为 新 坐标 系 的 原点 ， 于 是 移 轴 公式 为 


上 = %' 二 %o， 


y = 》 二 yo. 
代 人 和 人 8$ 的 原 方程 (0.1) ， 得 到 $ 的 新 方程 为 
ax2T2aoxiy'+ aoy +(xoyo) = 0. (3. 10) 
方程 (3. 10) 中 用 -x 代 交 ， 用 -YY 代 y， 方 程 不 变 ， 所 以 0 是 3 的 
对 称 中 心 . 口 


定理 3.3 当 五 关 0 时 ， 二 次 曲线 S 有 唯一 的 对 称 中 心 ; 当 忆 = 
0， 且 五 =0 时 ，$ 有 无 穷 多 个 对 称 中 心 ， 它 们 组 成 一 条 直线 ， 称 之 
为 $ 的 中 心 直 线 ， 其 方程 为 局 (*,y)=0 (或 岂 (xzy)=0); 当 忆 =0， 
但 五 关 0 时 ，3$ 没有 对 称 中 心 ， 
证 明 方程 组 (3.4) 就 是 
人 +aoy+al=0， (3.4)， 
aiaX + azay 二 aa = 0. 
显然 ， 当 五 关 0 时 ， 方 程 组 (3.4) 有 唯一 解 ， 因 此 3 有 了 唯一 的 对 称 
中 心 . 
当 厂 = 六 =0 时 ， 根 据 定理 2. 2 的 证 明 过 程 ， 知 
CC 
于 是 方程 组 (3.4)' 可 以 写成 
区 +aoy+a)= 0， 


ax 二 Gy + aa = 0. 
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显然 这 个 方程 组 有 无 穷 多 个 解 ， 从 而 $ 有 无 穷 多 个 对 称 中 心 ， 并 且 
它们 恰好 组 成 一 条 直线 


aiax + azay + a = 0. 

当 到 =0,， 但 靖 关 0 时，a:os =ao:ao sw:d， 因 此 方程 组 
《3.4) 无 解 ， 从 而 $ 没有 对 称 中 心 . 

我 们 把 具有 唯一 对 称 中 心 的 二 次 曲线 称 为 中 心 型 曲线 ; 把 没有 
对 称 中 心 或 者 有 无 穷 多 个 对 称 中 心 的 二 次 曲线 称 为 非 中 心 型 曲线 ， 
其 中 没有 对 称 中 心 的 称 为 无 心 曲线 ， 有 无 穷 多 个 对 称 中 心 的 称 为 线 
心 曲线 ， 于 是 ， 椭 圆 型 和 双 盟 型 曲线 都 是 中 心 型 曲线 ; 而 抛物 型 曲 
线 是 非 中 心 型 的 ， 其 中 抛物 线 是 无 心 曲线 ， 一 对 平行 直线 、 一 对 虚 
平行 直线 、 一 对 重合 直线 都 是 线 心 曲线 . 


习 题 S$.3 


1， 求 直线 
f =2++3i， 
7yY= 一 1T+21 
与 下 列 二 次 曲线 的 交点 : 
(1) 2 -2zr + -2 =0i 


(2) 和 妇 - 儿 -xy+l=0. 

2 下列 二 次 曲线 有 没有 渐 近 方向 ?” 若 有 ， 则 求 出 它们 . 
(1) 科 -3xy -107+6x-8y=0|; 

(2) 和 +xyr -2 和 -11x-y+28=0|; 
(3) 达 +2xy + 和 一 8x+4=0; 

(4) 8x +8xy+2 和 -6xz-3y-5=0. 

3. 求 下 列 二 次 曲线 的 对 称 中 心 : 

(1) 5o +8xy+5 和 -18x -18y+11=0| 
(2) 2xy 一 4z +27y+11=0; 

(3) 4x +4xy + 和 -10x-5y+6=0; 
(4) 和 -2xyr+ 和 -3x+2y-TI1=0. 
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4. 习题 5.2 第 1 题 的 第 (4) 小 题 中 ， 二 次 曲线 是 一 个 点 ， 求 出 
这 个 点 的 坐标 . 
5. 讨论 当 ^, 风 满 足 什么 条 件 时 ， 二 次 曲线 
x+6xy +AYr +3x+H -4=0 


(1) 有 唯一 的 中 心 ; 
(2) 没有 中 心 ; 


(3) 有 一 条 中 心 直 线 . 

6. 若 方程 (0. 1) 表 示 一 条 中 心 型 曲线 ， 写 出 中 心 是 原点 的 条 件 . 

7. 设 二 次 曲线 8 经 过 点 (2,3) 7 ，(4,2) 7 ，( -1, -3) ， 且 以 点 
(0,1) 为 中 心 ， 求 $ 的 方程 . 


$4 二 次 曲线 的 直径 和 对 称 轴 


我 们 已 经 知道 ， 椭 圆 、 双 曲线 和 抛物 线 都 有 对 称 轴 ， 如何 直接 
从 它们 的 原 方程 求 出 它们 的 对 称 轴 ? 

定义 4.1 直线 7! 称 为 曲线 $ 的 对 
称 轴 ， 如 果 对 于 曲线 3 上 的 任 一 点 和 
(xi) ， 它 关于 直线 /的 对 称 点 Ms 
(xz 力 ) 也 在 曲线 $ 上 . 

我 们 把 曲线 $ 上 的 两 个 点 的 连 线 
段 称 为 $ 的 一 条 弦 ， 从 定义 4.1 知道 ， 
若 直 线 ! 是 圆锥 曲线 $ 的 对 称 轴 ， 则 ! 

图 54 经 过 $ 的 某 一 组 平行 蓄 的 中 点 ， 并 且 1 

跟 这 组 平行 弦 方 向 垂直 (如 图 5.4)， 因 此， 为 了 研究 圆锥 曲线 8 的 
对 称 轴 ， 我 们 就 先 来 研究 $ 的 一 组 平行 弦 中 点 所 在 的 直线 


4.1 二 次 曲线 的 直径 


定理 4.1 二 次 曲线 $ 的 沿 非 渐 近 方向 (w,z) 的 3 
都 在 一 条 直线 上 ， 它 的 方程 是 
HP (zy)+ ECzY) = 0. (4. 1) 


1 


尽 
人 


弦 的 中 点 
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证 明 任 取 沿 非 渐 近 方向 (ww,z) 的 一 条 纺 Ma ， 由 定理 3.2 
的 证 明知 ， 弦 Ma 的 中 点 的 坐标 满足 方程 
HE (ZXY) 二 ZE (xy) 二 0， 


即 
(aa +aaz)x +(ao1+aaz)y+w 人 Tazz = 0. 《4.2) 
方程 (4.2) 的 一 次 项 系数 一 定 不 全 为 零 . 事实 上 ， 假 如 
人 +aoz = 0， 


ca + ao = 0， 


则 
人 Cau 凡 二 aizz) +Z(aaN +azazy)=0， 
即 
an +2app2p +aoz2 =0， 
亦 即 


2p( 凡 2)= 0. 

这 说 明 (w,z) 是 3 的 渐 近 方向 ， 矛 盾 ， 因 此 方程 (4.2) 是 x，y 的 一 
次 方程 ， 从 而 它 表 示 一 条 直线 .于 是 ， 沿 (w, z) 7 方向 的 平行 弦 的 中 
点 都 在 这 条 直线 上 . 口 

定义 4.2 二 次 曲线 $ 的 沿 非 渐 近 方 向 (wz)7 的 平行 纺 中 点 所 
在 的 直线 称 为 $ 的 共 斩 于 方向 (4,>) ”的 直径 . 

由 定理 4.1 知 ， 二 次 曲线 $ 的 共 弧 于 方向 (wz)7 的 直径 的 方 
程 是 

HE CYY)+zZF2(xzy) = 0， 

或 者 写成 方程 (4.2) 的 形式 . 

推论 4.1 中 心 型 曲线 和 线 心 曲线 的 直径 一 定 经 过 中 心 . 口 

从 (4.2) 式 看 出 ， 二 次 曲线 $ 的 共 配 于 非 渐 近 方向 (ww,z)7 的 直 
径 ? 的 方向 (4 ,2 ) 为 


风 ” (一 cap 了 az 1 
网 品 Cl 本 
把 上 式 右 端的 2 阶 方 阵 记 作 妇 . 
命题 41 设 二 次 曲线 8 的 方程 为 (0.1) 式 ， 甚 二 次 项 部 分 
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o(x,y) 的 矩阵 为 4，38 的 共 斩 于 非 渐 近 方向 (4,z) 的 直径 1 的 方向 
为 (由 ) 则 
op(A 2 ) = p(A2). 


证 了 明 ge 下 Ba 人 由 于 
7 


妃 ?74 好 - 人 | 全 = 4 


一 Co22 CI12 Qi2 CQC22 Qi1 CI12 
因此 
9p(A 2)= 天 p(z)， 口 
对 于 中 心 型 曲线 3S， 由 于 五 关 0， 因 此 
由 命题 4. 1 得 
! op( 7 ) = 0 < 一 op(0L7) = 0， 
or 从 而 (2 ) 是 $ 的 非 渐 近 方向 当 且 仅 
当 (Aw,z) 是非 渐 近 方 向 ， 于 是 中 心 型 曲 
线 $ 的 巷 于 非 渐 近 方向 (w ,z ) 的 直径 
1 的 方向 (mw ,z2)( 即 ( 央 , 阅 )) 必 为 非 
渐 近 方向 ， 因 此 存在 巷 于 方向 (Hz2) 
图 35 的 直径 岂 .我 们 把 工 和 “ 称 为 8 的 一 对 共 
簿 直径 ， 如 图 5. 5 所 示 ， 


4.2 圆锥 曲线 的 对 称 轴 


设 ! 是 圆锥 曲线 $ 的 对 称 轴 ， 于 是 由 本 节 开 头 一 段 知 ,，! 是 $ 的 
一 条 直径 ， 并 且 1 与 它 所 共 箔 的 非 渐 近 方向 (4,z) 垂直 ， 因 此 ，! 的 
方程 是 


ME (xyY) + ZTCxy) = 0， 
即 
(ak +aoaz)x +(ao +asz)y+adTazz = 0. 
因为 上 与 (ww,z) 垂直 ， 所 以 有 


一 了 (Cai 十 az2az)+DI(Cci + aoz)= 0， 
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即 

(au + Goz) :AL = (aa 二 QaazZ ) : 2. (4.3) 
为 了 从 (4.3) 式 解 出 w:z， 我 们 以 上 表示 (4.3) 式 中 两 个 比 的 公共 比 
值 ， 于 是 得 到 方程 组 


人 -E)L+aoz = 0， (4. 4 


aa + (az -E)7 = 0. 
困 为 凡 ，z 不 全 为 零 ， 所 以 


已 二: 运 Ci -0 
Qi2 CC 二 过 泛 
即 
(al +an)ET+ ads -ob = 0， 
亦 即 


纪 -7E+7 = 0. 

这 说 明 ，(4. 3) 式 中 的 公共 比值 二 是 二 次 则 线 8 的 方程 的 二 次 项 部 分 的 
矩阵 4 的 特征 值 ， 把 特征 值 寺 代 和 人 方程 组 (4.4) 中 ， 求 出 访 z， 这 称 为 
属于 上 的 主 方向 ( 即 矩 阵 4 的 属于 特征 值 上 的 特征 向 量 的 方向 )， 若 它 
是 韭 渐 近 方向 ， 则 将 它 代 到 方程 (4.1) 即 得 $ 的 对 称 轴 的 方程 

椭 圆 和 双 曲 线 的 两 条 对 称 轴 显 然 是 一 对 共 斩 直 径 . 

例 4.1 求 下 列 二 次 曲线 的 对 称 轴 ， 

(1) 盖 -3xy+ 欠 +10x -10y+21=0; 

(2) 刀 +4xy +4 和 2 一 20x+10y -50 =0. 


解 〈1) =2, 五 = - 邯 , 五 = -也 ,因此 这 是 双 曲 线 ， 多 项 式 
入 -2A - 半 的 根 是 Ai = -并 ,= 也 将 它们 分 别 代 硅 方程 组 


(4.4) 中 的 上 ， 解 得 Am =1:1， mo = -1:1. 它们 都 是 非 浙 近 方 
向 ， 将 它们 代 人 方程 (4.1) 中 ， 求 得 分 别 与 方向 1:1 和 -1:1 共 斩 的 
对 称 轴 方 程 为 


-各 (和 
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-和 (3 


x+y=0 和 -7y+4=0. 

(2) 1 =5, 五 =0, 厂 = -625， 因 此 这 是 抛物 线 . 多 项 式 》 -5 
的 根 是 X =0，》,，=5. 用 Ai =0 代替 方程 组 (4.4) 中 的 上 #， 解 得 Am 
- -aiai， 这 是 渐 近 方向 ， 用 M。= 5 代替 方程 组 (4.4) 中 的 所， 解 
得 几 : mm =1: 2. 这 是 非 渐 近 方向 ， 将 它 代 到 方程 (4.1) 中， 得 到 与 
此 方向 共 思 的 对 称 轴 的 方程 为 

1.(x*+2y-10)+2(2x +47+35)=0， 
即 
X +27 =0. 


“4.3 ”从 原 方程 的 系数 确定 圆锥 曲线 的 位 置 


我 们 已 经 会 直 搂 从 原 方程 的 系数 求 槛 圆 、 双 曲线 的 对 称 中 心 和 
对 称 轴 ， 如 果 我 们 还 能 确定 椭圆 的 对 称 轴 哪 根 是 长 轴 ， 双 曲线 的 对 
称 轴 哪 根 是 实 轴 ， 则 椭圆 、 双 曲线 的 位 置 就 完全 确定 了 

定理 4.2， 设 二 次 曲线 S 的 方程 的 二 次 项 部 分 的 矩阵 为 4， 对 于 
椭圆 ， 若 取 4 的 绝对 值 较 小 的 特征 值 为 A ， 则 椭圆 的 长 轴 方 向 是 属 
于 和, 的 主 方向 ; 对 于 双 曲 线 ， 若 取 4 的 与 太 同 号 的 特征 值 为 A,， 
则 双 曲 线 的 实 轴 的 方向 是 属于 A; 的 主 方向 

证 明 设 $S 在 原 直角 坐标 系 [[ 0;ei,e;] 中 的 方程 是 (0.1) ， 作 
转轴 TI[0ieie] 一 芷 [0ief,e] 消去 交叉 项 ， 再 作 移 轴 开 0;el,e] 一 
亚 [0'3efe@] 使 得 8 的 新 方程 为 


了 
和 和 二 和 7 ”十 二 = 0. 
忆 


对 于 椭圆 $， 若 , 是 4 的 绝对 值 较 小 的 特征 值 ， 则 易 看 出 顶 贺 
的 长 昔 在 x 轴 上 ， 即 长 轴 方 向 为 方向 ef.，ef 的 工 坐 标 (2u ,ba ) 是 4 
的 属于 ,的 一 个 单位 特征 向 量 ， 于 是 ou:b 是 属于 A, 的 主 方向 ， 即 
长 轴 的 方向 e! 就 是 属于 A; 的 主 方向 . 
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对 于 双 曲 线 $， 若 取 A, 是 4 的 与 五 同 号 的 特征 值 ， 则 易 看 出 双 
曲线 的 实 轴 在 * 轴 上 ， 即 实 轴 的 方向 是 方向 e!/. 因此 ， 双 邮 线 的 实 
轴 方 向 是 属于 A 的 主 方向 . 

例 4.2 对 于 下 述 二 次 曲线 ， 直 接 从 原 方程 系数 确定 它 的 类 型 、 
形状 和 位 置 ， 并 且 画 图 : 

刀 -3xy+ 和 +l0x -10y+21 =0. 

解 在 例 2.1(1) 中 已 计算 出 


7 = 2， P = -于 ， 0 = -于 ， 
所 以 这 是 双 曲 线 ，4 的 两 个 特征 值 为 
AN = -二 ， 避 = 也 
于 是 ， 它 的 标准 方程 是 
xz 5 
人 


实 半 轴 =V2Z， 虚 半 轴 = 地 Vi 
为 了 确定 它 的 位 置 ， 先 求 它 的 对 称 中 心 ， 解 方程 组 
3 
4 一 了 3 三 0， 
一 +y-53 =0， 
得 x= -2,，y7=2， 因 此 对 称 中 心 0 的 坐标 为 (-2,2) 7 
再 求 对 称 轴 ， 分别 用 A ，A; 代入 方程 组 (4.4) 中 的 上 ， 解 得 
HI =1:1，Hm:z =--1:1. 
由 于 双 曲 线 的 对 称 轴 必 经 过 中 心 ， 所 以 方向 为 (1,1) 的 对 称 轴 ( 即 
实 轴 ) 1 的 方程 是 


即 
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方向 为 (-1,1) 的 对 称 轴 5 的 方程 是 


即 
x+7y= 0. 

此 双 曲 线 的 图 形 如 图 5. 6 所 示 . 

对 于 抛物 线 ， 我 们 已 经 会 从 原 
方程 的 系数 求 出 它 的 一 根 对 称 轴 ， 
如 果 还 能 求 出 它 的 顶点 以 及 确定 开 
口 方向 ， 则 抛物 线 的 位 置 也 就 完全 
确定 了 抽 物 线 的 顶点 是 抛物 线 本 
身 与 它 的 对 称 轴 的 交点 .至 于 扫 物 
线 的 开口 方向 如 何 简 单 易 行 地 确定 ， 可 以 从 下 面 例子 中 受到 启发 . 

例 4.3 对 于 下 述 二 次 曲线 ， 直 接 从 原 方程 的 系数 确定 它 的 类 
型 、 形 状 和 位 置 ， 并 且 画 图 : 

x+4xy+4 和 -20z+10y-50 = 0. 
解 在 例 2.1(2) 中 已 计算 出 
1 =5， 了 .=0， 7 =-65. 

这 是 抛物 线 ， 它 的 标准 方程 为 


7y ”= 2VSx ”. 
在 例 4.1(2) 中 已 求 出 它 的 对 称 轴 的 方程 是 
X+27Y = 0. 
方程 组 
x+4xy+4j-20x +10y -50 = 0， 
+27y = 0， 
即 


1 +27y) -20x +10y -50 = 0， 
x+27y =0， 
亦 即 
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人 = 0， 


X4+27y7 = 0. 
解 之 得 x= -2，y=1. 所 以 顶点 0' 的 坐标 为 (-2,1)7. 
考虑 顶点 右边 的 直线 *=0 与 抛物 线 有 无 交点 .为 此 ， 看 方程 组 
下 
X = 0， 
即 


民 +10y -50 = 0， 
区 -人 
由 于 第 一 个 方程 的 判别 式 
4=10-4x4x(-50) >0， 
所 以 此 方程 有 实 根 ， 从 而 * =0 与 抛物 线 有 交点 ， 因 此 抛物 线 的 开口 
应 当 向 右 . 
此 抛物 线 的 图 形 如 图 5. 7 所 示 . 


= 


习 题 S$.4 


1. 求 下 列 二 次 曲线 的 对 称 轴 : 
(1) 5x +8xy+572 -18x -18y+9 =0; 
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(2) 2xy -4x +T27y 一 3=0ij 

(3) 只 -4xy+4 六 -3Sxz+6=0. 

2. 若 oio2 +2aoxy+aoy +ao=0 表 示 椭 圆 或 双 曲 线 ， 证 明 : 对 
称 轴 是 


aa (xz 一 放 ) 一 《人 让 有 az )xy = 0. 


3. 车 方程 (0.1) 表示 一 条 抛物 线 ， 证 明 : 顶点 是 原点 的 充分 必 
要 条 件 为 


CiG1 十 aaa +2auala =0， ao = 0. 

4. 求 曲线 4xy -57 +2x +6y+1=0 的 经 过 点 (-4,2) 的 直径 和 
它 的 共生 直 径 . 

5. 证 明 : 圆 的 任意 一 对 共 斩 直 径 彼此 垂直 . 

6. 证 明 : 椭圆 的 任意 一 对 苍 半径 ( 即 共 生 直 径 上 由 中 心 到 机 
圆 上 一 点 的 距离 ) 的 长 度 的 平方 和 是 一 常数 ， 

7. 酉 圆 邯 + 革 = 工 的 一 条 弦 在 点 (2,1) 处 被 等 分 ， 求 出 这 条 下 
的 斜率 ， 

8 求 双 曲 线 邯 -所 = 1 的 被 点 (5,1) 平分 的 纺 与 曲线 的 两 个 


9. 证 明 : 抛物 型 曲线 的 直径 的 方向 一 定 是 它 的 渐 近 方向 ， 
10. 证 明 : 对 于 抛物 线 ， 沿 渐 近 方向 的 每 一 条 直线 都 是 它 的 


11. 证 明 : 对 于 中 心 型 曲线 ， 过 中 心 且 沿 非 渐 近 方向 的 直线 都 是 
它 的 直径 . 

12. 直接 由 方程 的 系数 确定 下 列 二 次 曲线 的 类 型 、 形 状 和 位 置 ， 
并 且 画 图 : 

(1) 6xy +8 和 -12x -26y +11 =0; 

(2) 和 妇 +2xy+ 作 一 8x+4=0; 

(3) Sx2 +8xy+5) 全 -18x -187+9=0; 

(4) x2 -4xy+4 和 +8y+3=0. 
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“13. 求 经 过 点 (-2, -1) ”和 (0, -2) 且 以 直线 
x+y+l=0，x-y+l=0 
为 对 称 轴 的 二 次 曲线 的 方程 
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s.1 二 次 曲线 的 切线 和 法 线 


定义 $.1 如 果 直 线 ! 与 二 次 曲线 $ 有 两 个 重合 的 交点 或 者 /在 
S 上 ， 则 称 ! 是 $ 的 切线 ， 称 /与 3 的 交点 为 切 点 . 
首先 来 讨论 怎样 求 经 过 二 次 曲线 $ 上 的 一 点 Mo(xo, 和 ) 的 切线 
1， 设 切线 7 的 方向 是 (wz) ， 则 ! 的 参数 方程 是 
= x0 十 At， 
YY 三 yo 二 zt， 
代 人 二 次 曲线 $ 的 方程 (0.1) 中 ,得 
op( 风 和 2) 刀 T2[UP (xzoyo) +zE(xzoyo)]i+R(zoyo) = 0. 
(5.1) 
既然 /是 $ 的 切线 ， 因 此 或 者 ! 与 S 有 两 个 重合 的 交点 ， 或 者 /在 $ 
上 ， 在 前 一 情形 ， 有 p(w;z) 关 0， 且 的 二 次 方程 (5.1) 的 判别 式 A 
=0. 由 于 Mi(xo;7o) 在 3$ 上 ， 于 是 
4= 4[UP(xoyo) +pFa(xoyo)] -4p(U2)ECxoyyo) 
= 4[MR(xoyyo) 二 7P (xzo yo ) ] 


一 co<ti<+o. 


因此 

HE (xyo) +zF (xxoyyo)=0. (5.2) 
在 后 一 情形 ， 有 p(A,z)=0， 且 

HE (zxo yo) +ZF2(xoyo) = 0. 《5.3) 


总 之 ， 如 果 经 过 二 次 曲线 S 上 的 点 Mo(xo ,yo) 的 直线 /是 $ 的 切线 ， 
则 “的 方向 (4,z) 应 满足 (5.2) 式 ， 反之， 如 果 这 样 的 直线 ! 的 方向 
(4,z) 满足 (5.2) 式 ， 则 或 者 7 在 3 上 ( 当 ep(uz)=0 时 )， 或 者 ! 与 
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3 有 两 个 重合 的 交点 ( 当 go(uw,z) 关 0 时) ， 从 而 /是 8 的 切线 . 
情形 1 丽 (xoyo) 与 机 (xzxo,yo) 不 全 为 零 . 这 时 由 (5.2) 式 得 
风 :DZ = 一 Faxzoyo) :Pi (xzoyyo)， 
因此 经 过 二 次 曲线 S 上 的 点 Mo(xo,yo) 的 切线 ! 的 方程 为 
X 一 %o CR 
-已 (oo 加) 刷 ( 交 为) 


即 
(一 5%o)P(xoyo) +(y 一 yo) 忆 (xyo) = 0. (5.4) 
情形 2 忆 (xoyo)=a(xoyo)=0. 此 时 任 一 方向 (wz)7 都 满足 
《5.2) 式 ， 从 而 经 过 点 Wo(xo,yo) 的 任意 一 条 直线 都 是 $ 的 切线 . 
从 上 述 讨论 得 到 
定理 $.1 设 二 次 曲线 $ 的 方程 为 (0.1) ，Mo(xo,o) 是 3$ 上 的 
一 个 点 ， 如 果 下 (xyo) 与 瑟 (xo, 加 ) 不 多 为 零 ， 则 存在 $ 的 唯一 的 
一 条 切线 经 过 Mo ， 它 的 方程 是 
(一 xxo)P(xoyo) +(7 -加 )P(xoyo)= 0; 
如 果 嫩 (xoyo)=Ea(zoyo)=0， 则 经 过 Mo 的 每 一 条 直线 都 是 $ 的 切 
线 ， 口 
定义 5.2 如 果 经 过 曲线 S 上 的 点 Mo(xzo, 加 ) 7 的 每 一 条 直线 都 
是 $ 的 切线 ， 则 称 点 Mo。 是 曲线 $ 的 宥 ( 异 ) 点 . 
现在 再 来 讨论 怎样 求 过 二 次 曲线 外 一 点 Mi (zy 的 切线 7 
《如 果 存 在 的 话 )， 此 时 7 不 可 能 整 条 直线 在 3 上 ， 因 此 7 必 与 8S 有 
两 个 重合 的 交点 ， 设 ! 的 方向 为 (4U,z) ， 则 它 应 满足 p(w,z) 关 0， 
并 且 


[ARCxi yy ) + Z2 (xi :71 ) ] 一 2(UL,Z)ECzy) = 0 (5.5) 
因为 /的 方程 为 
世 一 2 和 
几 z 
所 以 对 于 切线 /上 的 任意 一 个 点 (*,y) ， 都 有 
HI = (2 (7 一 y) 
不 芒 就 取 人 =x -zi， 7=y- 入 ,代入 (5.5) 式 ， 得 
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[(s -2)PCzyi)+ (7 和 )P(xyi)] 
-oz 一 ay 和)FCOzyi)= 0. 

(5.6) 式 的 左 端 是 (x* -2 ) ，(y -7) 的 二 次 齐 次 多 项 式 或 零 多 项 式 . 

情形 1 (5.6) 式 的 左 端 是 (* -2 )，(y -六 ) 的 二 次 齐 次 多 项 
式 ， 不 是 零 多 项 式 . 

@ (5.6) 式 的 左 端 可 以 分 解 成 (x* -xz ) ，(y -入 ) 的 两 个 实 系数 
一 次 齐 次 多 项 式 的 乘积 ， 此 时 从 (5.6) 式 得 到 一 对 相交 或 重合 的 直线 
1 2. 若 的 方向 (ws 六 满足 op(A)s 关 0， 则 =1,2) 是 经 过 
点 1 的 3 的 切线 ; 若 记 的 方向 (wii ) 满足 op(Ao)=0(=1)2)， 
则 经 过 点 到 的 $ 的 切线 不 存在 . 

@ (5.6) 式 的 左 端 不 能 分 解 成 (zx - )，(y-%) 的 两 个 实 系数 
一 次 齐 次 多 项 式 . 由 于 直线 /上 任 一 点 的 坐标 都 是 (5.6) 式 左 端的 多 
项 式 的 零点 ， 因 此 这 种 情形 不 可 能 发 生 ， 

情形 2 (5.6) 式 的 左 端 是 (x* -和 )，(y -和 思 ) 的 零 多 项 式 ， 此 
时 有 


(3.6) 


[PCxz yi -az yi) = 0， 
[PCx yl) -aap(xiyi) = 0， 
PCx 7) (xy )- aoR(xyi) = 0. 
由 于 R(xi ,7 ) 关 0， 因 此 可 推出 ouaz -ab =0， 即 了 =0， 从 而 $ 是 
抛物 型 曲线 . 车 $ 是 抛物 线 ， 且 点 Mi 在 抛物 线 外 ， 则 经 过 点 Mi 有 
S 的 两 条 切线 ; 当 点 有 在 抛物 线 内 时 ， 不 存在 经 过 点 到 | 的 3 的 切 
线 . 若 $ 是 一 对 平行 或 虚 平行 直线 ， 则 不 存在 经 过 点 Mi 的 3 的 切 
线 . 若 $ 是 一 对 重合 直线 ， 则 经 过 点 好 与 $ 相交 的 每 一 条 直线 都 是 
3 的 切线 . 
例 5.1 求 二 次 曲线 妆 - 砂 +7 -1=0 经 过 点 Mi(0,2) 的 切线 
的 方程 . 
解 ” 因 为 F(0,2)=3 关 0， 所 以 Mi(0,2) 不 在 曲线 上 ， 由 于 
局 (0,2)=-1， 已 (0,2)= 2， 
op(x -0y-2)= 呈 -xx -2)+(7 -2)， 
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由 (5.6) 式 得 
[CO-1)(z -0)+207-2)] -3[ 巡 -xz -2)+(7 -2)]=0， 
即 2z +x(y -2)-(7 -2)2=0. 
将 上 式 左 端 分 解 因 式 ， 得 
[2x -(Y -2)][x+(y-2)]=0. 
因为 gp(1,2) 关 0， 并 且 op(-1,1) 关 0， 于 是 得 到 经 过 Mi(0,2)7 的 两 
条 切线 的 方程 分 别 为 
2x ~y+2=0 和 x+y-2=0. 
注意 ， 在 计算 过 程 中 不 要 把 (x -0) ，(y -2) 的 括号 去 掉 . 
定义 5.3 经 过 曲线 上 一 点 且 垂 直 于 过 该 点 的 切线 的 直线 称 为 曲 
线 在 该 点 的 法 线 ， 
设 Mo(xoy7o) 7 是 二 次 曲线 SS 上 一 点 ， 当 而 (xzoyo) 与 忆 (xo,yo) 
不 多 为 零 时 ， 经 过 Wo 的 切线 方向 是 
一 ECxoyo) :PCxoyyo)， 
从 而 过 We 的 法 线 方向 是 
PCxo;yo) :已 (xoyyo)， 
因此 过 Wu 的 法 线 方程 为 
x -ayY- 和 加 
忆 (xzoyo) Ra(xosyo) 


s.2 双 曲 线 的 渐 近 线 


定义 $.4 沿 渐 近 方向 且 与 双 曲 线 $ 没有 交点 的 直线 ! 称 为 双 曲 
线 3 的 渐 近 线 ， 

设 (ww) (=1,2) 是 双 曲 线 $ 的 渐 近 方向 ，2 是 方向 为 (mw ,z)7 的 
渐 近 线 ， 因 为 卢 与 3 无 交点 ， 所 以 志 上 任意 一 点 Mn (xz 加) 六 满足 方程 

HE (COYY)+DE (xy)= 0， (党 77 

从 而 这 就 是 渐 近 线 1 的 方程 . 

因为 双 曲 线 的 中 心 0, 的 坐标 (* ,为 ) ”满足 

PCxz)=0，P(xzyi)= 0， 

所 以 中 心 必 在 渐 近 线 上 ， 于 是 ， 双 曲线 的 渐 近 线 也 就 是 经 过 中 心 且 
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方向 为 渐 近 方向 的 直线 . 

最 后 我 们 指出 ， 本 章 83，8$4，8$5 的 内 容 除了 涉及 对 称 轴 和 法 
线 的 内 容 外 ， 其 余 均 可 在 仿 射 坐标 系 中 进行 讨论 ， 并 且 可 得 到 同样 
的 有 关 结 论 . 


习 题 $.S 
1， 求 下 列 二 次 曲线 在 指定 点 处 的 切线 和 法 线 的 方程 : 
(1) 在 椭圆 二 + =1 上 的 点 Mo(zo,yo) 7 处; 


2 2 

(2) 在 双 曲 线 坪 - 五 =1 上 的 点 Mo(x ,yo) 处 ; 

(3) 在 抛物 线 岂 =2px 上 的 点 Mo(xo ,yo) 处 . 

2. 求 下 列 二 次 曲线 经 过 所 给 点 的 切线 的 方程 ; 

(1) 3x +4xy+Sy2 -TIx -8y-3=0， 点 Mo(2,1) ; 

(2) S$x2 +7xy+ 和 -x+2y=0， 原 点 ; 

(3) 5x2 +6xy +5y =8， 点 Mi (0,22) 

(4) 222 -wy -人 -xx -2y-1=0,， 点 叱 (0,2) 

3. 求 曲 线 4x2 -4xy+ 兴 -2x+1=0 经 过 点 Mo(1,3) 的 切线 和 
法 线 的 方程 . 

4. 求 下 列 二 次 曲线 的 切线 方程 ， 并 且 求 出 切 点 的 坐标 : 

(1) xs2+4xy+3 记 -5 -6y+3=0 的 切线 平行 于 x+4y=0; 

(2) 巡 +swy+y =3 的 切线 平行 于 x* 轴 ， 

5. 证 明 : 经 过 二 次 曲线 与 它 的 一 条 直径 的 交点 的 切线 一 定 平 行 
于 此 直径 的 共 斩 方 向 . 

6. 已 知 方程 (4xz+By+C) +2(4x+By+C)=0， 其 中 
4 了， 


人 <0，4,4, +B,B， = 0， 


证 明 : 
(1) 它 表 示 抛 物 线 ; 
(2) 直线 4ix+BYy+C=0 是 它 的 对 称 轴 ; 
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(3) 直线 4sx +By+C, =0 是 它 的 经 过 顶点 的 切线 . 
7. 证 明 : 抛物 线 2 =2px 的 切 点 为 W(xi ,y )7 的 切线 与 > 轴 的 
交点 为 W(- 2 ,0)7. 
“8， 从 椭圆 + 和 =1 的 两 个 焦点 书 和 避 分 别 作 椭 圆 的 任意 切 


线 的 垂 线 ， 垂 足 记 为 T 和 丈 ， 证 明 : 思 的 轨迹 乞 的 轨迹 是 以 原 
点 为 中 心 的 同一 个 圆 . 


“9. 证 明 : 两 条 边 都 与 椭圆 相 切 的 直角 的 顶点 Wo(xo ,yo)7 的 轨迹 
是 一 个 圆 . 


“10. 证 明 : 两 条 边 与 抛物 线 相 切 的 直角 的 顶点 位 于 准 线 上 ， 而 
连接 切 点 的 直线 通过 焦点 . 
“11 已 知 A4BC, 已 是 边 4B8 的 中 点 ， 抛 物 线 与 边 C4，CB 分 别 
在 点 4, 了 相 切 ， 证 明 : EC 与 抛物 线 的 对 称 轴 平 行 . 
12. 求 下 列 双 曲 线 的 渐 近 线 ， 并 且 求 曲线 在 以 渐 近 线 为 坐标 轴 的 
坐标 系 中 的 方程 : 
(1) 12x” -7xy-12 和 2 -17x+31y -13 =0; 
(2) 6z +Sxy -672 -39x+26y -13 =0. 
13. 证 明 : 者 方程 (0. 1) 表 示 一 条 双 曲 线 ， 则 它 的 渐 近 线 分 别 与 
方程 cux +2apxy + aay =0 所 代表 的 两 条 相交 直线 平行 . 
14. 证 明 : 若 Cl 和 +2aipxy +aoay +ao =0 表示 一 条 双 曲 线 ， 则 
它 的 渐 近 线 是 cx +2apxy + ao 人 =0. 
15. 证 明 : 着 方程 
4B( 妈 -和 从 ) =- (4 - 刀 ) xy 三 
中 ，Cs0,， 4 与 召 不 全 为 零 ， 则 它 表 示 一 条 双 曲 线 ， 求 出 它 的 渐 
16. 证 明 : 双 曲 线 上 的 点 到 它 的 两 条 渐 近 线 的 距离 的 乘积 等 于 常数 . 
“17. 给 定 方 程 
(4x+By+C) -(4xz+By+C) = 1 
其 中 48 -4B; 关 0， 证 明 它 表示 一 条 双 曲 线 ， 并 且 求 出 它 的 渐 近 线 . 
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迄今 为 止 ， 我 们 在 研究 图 形 的 性 质 时 ， 采 用 了 坐标 法 和 向 量 法 ， 
还 采用 了 坐标 变换 法 ， 这些 方法 是 解析 几何 中 最 基本 的 方法 ， 也 是 
最 重要 的 方法 . 此外， 在 研究 图 形 的 一 些 比较 复杂 的 性 质 时 ， 还 可 
以 采用 一 种 新 的 方法 .譬如 ， 试 证 : 椭圆 的 任意 一 对 共 秒 直径 把 椭 
圆 分 成 四 块 面积 相等 的 部 分 ， 如果 用 坐标 法 或 坐标 变换 法 来 证 明 都 
比较 麻烦 ， 有 没有 比较 简单 的 办 法 来 证 明 它 呢 ? 由 于 圆 的 任意 一 对 
共 斩 直 径 都 彼此 垂直 ， 因 此 圆 是 具有 上 述 性 质 的 .这 促使 我 们 设想 ， 
如 果 有 一 种 变换 能 把 椭圆 变 成 圆 ， 并 且 这 种 变换 把 椭圆 的 一 对 共 白 
直径 变 成 圆 的 一 对 共 斩 直 径 ， 而 且 使 变换 后 图 形 的 面积 与 原 图 形 的 
面积 的 比值 是 一 个 常数 (对 各 种 图 形 都 一 样 ) ， 那 么 就 能 证 明 椭圆 也 
具有 上 述 性 质 .这 种 方法 称 为 点 变换 法 ， 它 的 要 点 是 : 

(1) 通过 平面 上 的 点 变换 er 把 图 形 $ 变 成 图 形 $ ; 

(2) $ 与 8' 共同 具有 在 这 种 点 变换 下 不 变 的 性 质 . 

这 一 章 就 是 要 研究 平面 上 以 及 空间 中 最 常用 的 两 种 点 变换 : 正 
交 变 换 和 仿 射 变换 .为 此 ， 要 先 介绍 映射 的 概念 . 


8$1 了 映 射 


11 上 肌 射 的 定义 和 例 


映射 的 概念 是 从 生活 中 自然 而 然 地 抽象 出 来 的 ， 例 如 ， 听 这 门 
课程 的 同学 走 进 教 室 都 要 找 一 把 椅子 坐 下 ， 用 4 表示 听 这 门 课 程 的 
所 有 同学 组 成 的 集合 ， 用 妃 表 示 这 个 教室 的 所 有 椅子 组 成 的 集合 . 
同学 找 一 把 椅子 坐 下 就 是 集合 4 到 集合 中 的 一 个 对 应 法 则 ， 使 得 对 
集合 4 中 的 每 一 个 同学 ， 有 集合 了 中 唯一 确定 的 一 把 椅子 与 他 (她 ) 
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对 应 ， 由 此 受到 启发 ， 我 们 抽象 出 映射 的 概念 . 

定义 丰 T 设 4 和 吴 是 两 个 非 空 集 合 ， 如 果 4 到 下 有 一 个 对 应 
法 则 .使 得 对 4 中 每 一 个 元 素 c， 都 有 中 中 唯一 确定 的 元 素 1 与 它 
对 应 ， 那 么 称 / 是 集合 4 到 集合 中 的 一 个 映射 ， 记 作 


三 4 一 卫 ， 
CHF>pD， 
其 中 2 称 为 “在 /下 的 像 ， 记 作 /ca); a 称 为 在 /下 的 一 个 原 像 . 


英 射 /也 可 以 记 成 
al)=D 或 =，oae14. 

事先 给 了 两 个 非 空 集合 4 和 刁 ， 才 能 谈论 4 到 五 的 映射 设 
是 集合 4 到 集合 如 的 一 个 映射 ， 则 把 4 叫 作 /的 定义 域 ， 把 妃 叫 作 太 
的 障 域 ， 一 个 映射 A: 4-B8 由 定义 域 、 陪 域 和 对 应 法 则 组 成 . 

如 果 映 射 ,与 映射 g 的 定义 域 相 等 ， 陪 域 也 相等 ， 并 且 对 应 法 则 
相同 ， 那 么 称 /与 8 相等 ， 记 作 = g8， 所 谓 的 /与 g 的 对 应 法 则 相 
邮 ， 是 指 对 于 定义 域 中 的 每 一 个 元 素 ， 都 有 放 c)=g(a). 

设 /是 集合 4 到 集合 中 的 一 个 映射 ，4 的 所 有 元 素 在 下 的 像 组 
成 的 集合 称 为 了 的 值 域 或 像 ( 集 ) ， 记 作 4) 或 Im(CP) ， 即 

HA4):= |Ka)|aes 41 《1.1) 
从 映射 的 定义 和 (1.1) 式 得 4)ESB， 即 的 值 域 是 和 的 陪 域 的 一 个 
子 集 ， 

定义 12 设 /是 集合 4 到 集合 的 一 个 映射 ， 如 果 的 值 域 
与 了 的 陪 域 相等 ， 即 A4)= 卫 ， 那 么 称 /是 满 射 . 

从 定义 1.2 立即 得 到 

命题 1.1 有 贞 射 六 4 一 8 是 满 射 当 且 仅 当 对 于 每 一 个 peB， 存 
在 ws4， 使 得 所 cc)=1. 口 

定义 1.3 设 /是 集合 4 到 集合 3 的 一 个 映射 ， 如 果 4 中 不 同 
元 素 在 上/ 下 的 像 不 同 ， 那 么 称 / 是 单 射 . 

从 定义 1.3 立即 得 到 

命题 2 映射 A 4 一 了 是 单 射 的 充分 必要 条 件 是 从 Fa )= 
所)(aas e4) 可 推出 cl = ao: 口 
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定义 1.4 如 果 映 射 刻 4_*B 既是 满 射 ， 又 是 单 射 ， 那 么 称 / 是 
双 射 ， 或 者 称 / 是 4 到 卫 的 一 个 一 一 对 应 

设 映 射 六 4-*B， 对 于 DeB, 在 /下 的 所 有 原 像 组 成 的 集合 称 
为 8 在 让 下 的 原 像 集 ， 记 作 广 :!(D. 

我 们 经 常 把 一 个 图 形 按照 指定 的 一 个 方向 移动 ， 由 此 抽象 出 下 
述 概念 : 

直观 上 说 ， 把 平面 (或 几何 空间 ) 中 每 一 个 点 按照 给 定 的 一 个 方 
向 移动 相同 的 距离 ， 称 为 一 个 平移 

确切 地 说 ， 平 面 (或 几何 空间 ) 作为 
点 集 时 到 自身 的 一 个 映射 rc， 如 果 使 得 二 
每 一 个 点 己 到 它 的 像 点 已 的 指向 是 给 定 
的 一 个 方向 ， 并 且 点 忆 与 忆 的 距离 等 于 
给 定 的 长 度 ， 那 么 称 这 个 映射 r 是 平面 / 
(或 几何 空间 ) 的 一 个 平移 ， 给 定 的 方向 “4 
和 给 定 的 长 度 可 以 用 一 个 向 量 e 表示 ， 
于 是 此 平移 称 为 沿 向 量 e 的 平移 ， 如 图 
6. 1 所 示 ， 

手表 的 表盘 上 ， 秒 针 绕 表盘 中 心 旋 转 ， 由 此 引出 下 述 概念 ， 

直观 上 说 ， 平 面 上 每 一 个 点 绕 一 个 定点 0 旋转 一 个 角 w， 就 称 
这 是 平面 绕 点 0 的 一 个 旋转 . 

确切 地 说 ， 平 面 上 取 定 一 个 点 0， 给 定 一 个 角 wa， 平 面 (作为 点 
集 ) 到 自身 的 一 个 映射 rc， 如 果 使 得 每 一 个 点 尸 的 像 点 已 满足 

10P'| =|10P|，LPOP = a， 

那么 称 e 是 平面 绕 点 0 的 一 个 旋转 ， 其 中 点 0 称 为 旋转 中 心 ，a 称 
为 转角 (如 图 6. 2)， 

图 形 的 对 称 性 给 人 以 美的 享受 ， 最 常见 的 对 称 性 是 平面 上 关于 
一 条 直线 的 对 称 ， 为 了 刻画 这 种 对 称 性 ， 我 们 引出 下 述 概念 : 
直观 上 说 ， 把 平面 沿 着 它 的 一 条 直线 翻 折 称 为 平面 关于 这 条 直 
线 的 反射 

确切 地 说 ， 平 面 (作为 点 集 ) 到 自身 的 一 个 映射 *， 如 果 使 得 不 


党 
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在 直线 上 上 的 每 一 个 点 己 与 它 的 像 点 已 的 连 线段 PP' 被 吉 线 1 垂直 平 
分 ,! 上 的 每 一 个 点 的 像 点 是 它 自 身 ， 那 么 称 映 射 > 是 平面 关于 直线 
! 的 反射 ， 也 称 为 轴 反 射 ， 此 时 ， 称 点 忆 与 点 已 关于 直线 ! 对 称 ， 其 
中 一 个 点 叫 作 另 一 个 点 关于 直线 /的 对 称 点 (如 图 6. 3). 


己 'e- 一 一 一 一 国 国 一 一 一 -9 忆 


图 6.2 图 6.3 


集合 4 到 自身 的 一 个 映射 称 为 4 上 的 一 个 变 

平面 上 的 平移 、 旋 转 、 轴 反射 都 是 平面 上 的 (点 ) 变 换 . 

定义 十 5 如 果 集 合 4 上 的 一 个 变换 /把 4 中 的 每 一 个 元 素 对 应 
到 它 自 身 ， 即 对 Vas4,， 有 Ja)=a， 那么 称 / 是 4 上 的 恒 等 变换 ， 
记 作 14. 


1 2 了 观 射 的 乘法 ， 可 逆 映 射 


在 许多 问题 中 ， 我 们 需要 相继 作 两 次 映射 ， 例 如 ， 在 平面 上 ， 
先 作 绕 定点 0 转角 为 30" 的 旋转 mr， 接 着 作 关 于 经 过 点 0 的 一 条 直 
线 ! 的 反射 7， 如 图 6.4 所 示 ， 则 


及 灵 Cr 严 和 1 
5 王 上 全 乙己 
本 
0 相继 作 这 样 两 次 映射 的 总 效果 是 把 
LT  ， 点 已 映 到 点 Pr 由 此 引出 下 述 
| 概念 : 


定义 16 设 映射 A 4->B， 
pv 上 映 射 g: B 一 C、 先 作 映 射 凡 接着 
图 6.4 作 上 映 射 g， 得 到 一 个 4 到 fC 的 映 


射 ， 称 为 映射 /与 g 的 乘积 (或 合成 ) ， 记 作 gs 六 即 
(g 六 (oa):= SCKa))，Vae4. 《1.2) 
从 了 映 射 乘法 的 定义 容易 得 出 下 述 命题 : 
命题 1.3 了 映射 的 乘法 满足 结合 律 ， 即 设 
六 4 一 有 B，8: 有 8 一 C，j:LC 一 卫 ， (1.3) 
则 
PE 站 = (PE) 太 (1.4) 
证 明 由 (1.3) 式 得 ，R(s 力 与 (ng)7 都 是 4 到 刀 的 映射 ， 任 给 
ae4， 有 
[Rs 六 ](a)= zs)]= RsCa))]， 
[(pne) 门 (ae) = (hg)(CKa))= [sa))]， 
从 而 [8 六](c)=[(Cig) 门 (ac)， 因 此 AS8 力 =(pg) 口 
映射 的 乘法 不 满足 交换 律 ， 例 如， 在 上 面 的 例子 中 ，(rc)(P) 
=P" 而 PrFOr 0O'( 如 图 6.4)， 于 是 (or)(P)=Q，Q 与 己 不 重 
合 ， 因 此 rc 关 cr7. 
命题 1.4 对 于 任意 一 个 映射 广 4 一 B8， 有 
ls = J1 = (1.5) 
证 明 任 给 cs4， 有 
(ls 站 (ca)= lo))= 大 co)，Cl)Cc) = 所 ac)) = 有 扩 a)， 
因此 
lj = 六 = 口 
定义 二 7 设 有 映射 .六 4 一 B， 如 果 存 在 贞 射 g: 83 一 4， 使 得 
sj1=1， 且 上 知 =1lo， 
那么 称 / 是 可 逆 上 映射 此 时 称 g 是 /的 一 个 赣 映 射 . 
如 果 广 4 一 8 是 可 逆 映 射 ， 那 么 了 的 逆 映 射 是 唯一 的 ， 理由 如 
下 : 设 g:B-4 和 央 :B 一 4 都 是 了 的 道 喘 射 ， 根 据 命 题 1.3， 定 义 
1.7 和 命题 1.4， 得 
gjJ7= 《8 六 玉 = 17= 玫 ， 
JP= SUP) = 81s= 
由 此 得 出 疡 =g， 即 了 的 逆 映 射 是 唯一 的 . 
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设 广 4 一 8 是 可 逆 上 映射， 我 们 把 了 的 唯一 的 道上 映射 记 作 广 !:， 由 
定义 1.7 得 
JJA=1， 且 Fr =1. (1.6) 
(1.6) 式 表明 ， 广 : 8 一 4 也 是 可 逆 映 射 ， 且 ( 广 :) -= 大 
从 肌 射 乘法 的 角度 看 ， 有 一 种 特殊 类 型 的 映射 
广 4 一 有 是 可 逆 上 映射 当 上 且 仅 当 存在 映射 8: B-*4， 使 得 
gjf=l， 且 局 =15. 
从 对 应 法 则 的 角度 看 ， 有 一 种 特殊 类 型 的 映射 一 一 双 射 ， 了 喘 射 
六 4 一 中 是 双 射 当 且 仅 当 陪 域 正中 的 每 一 个 元 素 ! 都 有 唯一 的 一 个 原 
像 c (1 是 满 射 保证 了 有 原 像 ， /是 单 射 保证 了 的 原 像 只 有 一 个 )， 
现在 来 探索 : 可 逆 上 映射 和 双 射 之 间 有 什么 联系 ? 
首先 探索 : 若 有 映射 广 4 一 B 与 映射 8: B 一 4 满足 
SA = 1，， (1.7) 
则 从 对 应 法 则 角度 看 ， /和 8 分 别 是 什么 样 的 映射 ? 
设 a，ome4. 若 几 ai)=Ao)， 则 g(Fa))=g(CCa ))， 即 
(8 站 co)=(g 力 oa 根据 (1.7) 式 ,得 14(a)=1(a)， 于 是 o = 
ca 因此 /是 单 射 . 
任 取 as4， 则 扰 c) sB， 根据 (1.7) 式 ， 得 
ga))= (8 站 (ao)= 1(o) = oa， 


可 逆 映 射 . 


因此 g 是 满 射 . 
综 上 所 述 ， 我 们 证 明了 下 述 命题 ; 
命题 1.5 若 上 映射 户 4 一 B 和 映射 gsg: B 一 4 满足 
sj = ln， 
则 /是 单 射 ，8 是 满 射 . 口 
命题 1.5 促使 我 们 猜测 有 下 述 结论 ; 
定理 二 1 有 贞 射 . 记 4 一 B 是 可 逆 上 映射 的 充分 必要 条 件 为 了 是 双 射 . 
证 明 人 必要 性 设 广 4 一 中 是 可 道 映 射 ， 则 存在 映射 g: B 一 4， 
使 得 
sf =l， 且 天 =15 
根据 命题 1. 5， 从 上 述 第 一 式 得 出 /是 单 射 ， 从 第 二 式 得 出 /是 满 射 ， 


从 而 /是 双 射 . 

充分 性 “ 设 记 4 一 B 是 双 射 ， 则 任 给 psB,， 8 在 /下 有 唯一 的 一 
个 原 像 c，、 于 是 ， 存 在 把 绢 对 应 到 au (a 满足 cec)=D0) 的 映射 g: B 一 
4， 并 且 

(p)(0)=7ASs(O))=Ac)=D，VDEeB. 
因此 
外 =15. 
任 取 xs4， 根 据 映 射 gz 的 定义 ， 得 gs(AKx))=x， 因 此 
(8 (xz) = | = %， 

从 而 


所 以 了 是 可 逆 映 射 ， 且 广 =&. 口 
在 定理 1.1 的 充分 性 的 证 明 过 程 中 ， 对 于 可 逆 映 射 几 给 出 了 它 
的 道 映射 广 :的 构造 ， 即 若 几 ac)=0， 则 广 (8) = va. 
例 11 设 是 平面 的 一 个 点 变换 ， 它 的 公式 是 
人 2x +Y+35， 
yY'=3x 一 YY+7， 
其 中 (*,y) 7” 和 (xyY) 分 别 表示 点 P 和 它 的 像 点 已 的 坐标 ， 求 
的 逆 变 换 r ”. 
解 和 若 c 把 点 忆 (>， 7) 对 应 到 点 PC,yY) ， 则 rc 把 点 
P'xz'5y')7 对 应 到 点 P(x,y) ”， 因 此， 为 了 得 到 ”的 公式 ， 只 要 从 
c 的 公式 中 反 解 出 >x，y: 


局 
人 


1 下 
人 
了 
省 二 条 汪汪 
为 了 统一 起 抑 ， 对 于 每 一 个 变换 的 公式 ， 都 把 原 像 的 坐标 写成 (*,y) ， 


把 像 的 坐标 写成 (*' ,7 ) ， 因 此 o ”的 公式 为 
0 


和 和 5 ， 
二 


是 


上 


2 
和 


习 题 6 


1. 设 届 是 全 体 实数 组 成 的 集合 ， 判 别 下 列 对 应 法 则 是 否 为 刃 到 
自身 的 映射 ， 是 否 为 单 射 ， 是 否 为 满 射 ; 


(1) xxF> 和; (2) “Fo 和; 
(3) xF2x+1; (4) “Fox 一 xi; 
(5 滨 村 2 (6) xF lnx; 
(7) %F> cosxj (8) xxF-> tanx. 


2. 求 平面 关于 * 轴 的 反射 的 公式 . 
3. 求 出 平面 关于 直线 y =x 的 反射 的 公式 . 
4， 设 平面 上 直线 ! 的 方程 为 4xs + By + C =0， 求 平面 关于 直线 / 
的 反射 的 公式 . 
5. 设 闹 ，/ 是 平面 上 两 条 平行 直线 ， 而 mr ，r; 分 别 是 平面 关于 
直线 1 ，2 的 反射 ， 证 明 : rir;, 是 一 个 平移 . 
6. 设 e 是 平面 的 点 变换 ，er 的 公式 为 
2Y +Y 一 1 工 ， 
yY=%-y+3， 
问 : 点 (1,0) ，(-1,1) ”分别 变 成 什么 点 ? 直线 x+y -2 =0 变 成 什 
么 图 形 ? 
7. 给 了 平面 的 两 个 点 变换 c, 和 os， 它们 的 公式 分 别 是 
ee Ce 


7Y =3x-y+7，Lyr'=-x+2y-5， 


求 io， 和 oacl 的 公式 . 
8. 求 下 列 平面 的 点 变换 的 闭 变换 : 
1 3 
% 三 2 2 2 5 xz = 24 +37 -7， 
(I) (2) | 
1 y'= 3x+Sy 一 9. 
二 省 林 炎 二 


y 
9 在 直角 坐标 系 [0ijiet,e:] 中 ， 求 出 平面 绕 点 Mo (zx ,加 ) 7 旋转 
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10. 设 rr: $ 一 39，7: 3 一 3 证明: 若 c 和 7 都 是 单 ( 满 ) 射 ， 
则 rc 也 是 单 ( 满 ) 射 . 


8$2 平面 的 正 交 变换 


在 8$1 中， 我 们 介绍 了 平面 上 的 三 种 点 变换 : 平移 、 旋 转 、 反 
射 ， 它 们 有 一 个 共同 的 特点 : 保持 任意 两 点 的 距离 不 变 ， 本 节 我 们 
就 来 研究 具有 这 个 特点 的 平面 点 变换 . 

定义 2.1 平面 上 的 一 个 点 变换 ， 如 果 保 持 任 意 两 点 的 距离 不 
变 ， 则 称 它 为 正 交 (点 ) 变 换 (或 保 距 变换 ). 

现在 我 们 来 讨论 平面 上 的 正 交 变换 的 性 质 . 

从 定义 2.1 立 即 得 到 下 述 性 质 1 和 性 质 2: 


性 质 1 正 交 变换 的 乘积 是 正 交 变换 . 口 

性 质 2 人 恒 等 变换 是 正 交 变换 . 口 

性 质 3 正 交 变 换 把 共 线 的 三 点 映 成 共 线 的 三 点 ， 并 且 保 持 它 们 
的 顺序 不 变 ; 正 交 变换 把 不 共 线 的 三 点 映 成 不 共 线 的 三 点 ， 

证 明 设 4，B，5C 是 共 线 的 三 点 ， 且 点 五 在 线段 4C 上 ， 又 设 


o 是 正 交 变换 ， 它 把 4，B8，5C 分 别 映 成 4 ， 妃 ，C ， 则 
14'81=14B8|1，145C1=14C1，18C1=18C|. 
由 假设 有 |4B1+ |38C|= |4C|， 所 以 
4 + |B82C1 =1426'|. 
这 表明 ，4' ，B ，C 三 点 基线， 并 且 中 在 线段 4 C 上 . 
设 刀 , 互 ,， 下 是 不 共 线 的 三 点 ， 则 
| ZI+ |2P| >|1DP|. 
设 正 交 变换 e 把 刀 , 瑟 , 下 分 别 映 成 九 ， 亚 ， 天 ， 则 有 
| 六 到 + | 到 到 | > 天 | 
这 表明 刀 ， 匹 ， 玉 不 共 线 . 
性 质 4 正 交 变换 把 直线 映 成 直线 ， 把 线段 映 成 线段 ， 并 且 保 持 
线段 的 分 比 不 变 . 
证 明 设 e 是 正 交 变换 ， 任 取 一 条 直线 7， 在 ! 上 取 两 点 4，8B. 
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设 c 把 4， 下 分 别 映 成 4'，B'， 由 性 质 3 知 ,! 上 任 一 点 C 的 像 C' 在 
直线 4'B' 上 .反之 ， 在 直线 4'B' 上 任 取 一 点 0， 要 证 0 有 原 像 ， 并 
且 其 原 像 在 ! 上 .不妨 设 0 在 线段 4'B' 上 (其 他 情形 可 类 似 讨论 ) ， 
于 是 |4'0| < 14'B'| = |48|， 在 线段 48 上 可 找到 一 点 P， 使 得 
4P|=14'0|. 设 P 在 e 下 的 像 为 已 , 则 |4'P'| = |4P| = 14'01， 
并 且 P' 在 线段 4'B8' 上 ， 于 是 得 出 P' = 0 这 表明 已 是 0 的 一 个 原 
像 ， 这 证 明了 e 把 直线 1 映 成 直线 4B/ 

任 取 一 条 线段 48. 设 4，B 在 er 下 的 像 分 别 是 4'，B'， 在 线段 
4 上 任 取 一 点 C,， 则 C 在 下 的 像 C' 在 线段 4'B' 上 (根据 性 质 3 ). 
反之 ， 在 线段 4'B' 任 取 一 点 D'，D' 有 原 像 了 ， 并 且 也 在 直线 4B 
上 .， 仍 根据 性 质 3 知 ，D 必 在 线段 48 上 ， 这 证 明了 e 把 线段 48 观 
成 线段 4 有 

14C| 


设 C 是 线段 48 的 一 个 内 分 点 ， 并 且 TC8| = 


把 4，B，C 分 别 映 成 4 ，B8，C ， 则 5 在 线段 48 上， 并 且 
14'C 4cC| 
|C2B| |1C8 
设 巨 是 线段 48 的 一 个 外 分 点 ， 类 似 可 证 得 结论 . 口 
性 质 $ 正 交 变换 是 可 逆 的 ， 并 且 它 的 逆 变 换 也 是 正 交 变换 . 
证 明 设 是 正 交 变换 ，4， 如 是 平面 上 不 同 的 两 个 点 ， 它 们 在 
cc 下 的 像 分 别 是 4 ，B， 则 14 | = |4B8| >0. 这 证 明了 ec 是 单 射 ， 
现在 来 证 明 e 是 满 射 ， 在 平面 上 任 取 一 点 改 ， 要 证 明 玉 有 原 
像 ， 在 平面 上 取 三 个 不 共 线 的 点 4，83，C， 它 们 在 ec 下 的 像 分 别 是 
4'，B'，C' 如 果 政 在 直线 4'B (或 4 ，B CC) 上 ， 则 根据 性 质 4， 
玉 有 原 像 ， 并 且 的 原 像 在 直线 4B (或 4C， 如 果 友 不 在 
直线 4'B' 上 ， 也 不 在 直线 4C 和 下 CC 上， 则 经 过 作 一 条 直线 /与 
4'B'，4'C' 分 别 交 于 已 ，0， 因为 已 在 直线 4B' 上 ， 所 以 已 有 原 
像 P， 并 且 己 在 直线 4B 上 ， 同 理 ，@' 的 原 像 0@ 在 直线 4C 上 ， 因 此 
I 把 直线 PQ 喘 成 直线 P'Q 由 于 六 在 直线 PQ' 上 ， 所 以 站 有 原 
像 ， 且 戏 的 原 像 在 直线 PO 上 .这 证 明了 ez 是 满 射 . 


)，A>0， 又 设 cr 
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由 于 c 是 双 射 ， 所 以 e 可 逆 ， 从 而 e 有 逆 变 换 e ”…， 任 取 两 点 
P，0, 设 P，0 在 ve 下 的 像 分 别 是 已， 已， 则 已， 正在 下 的 像 分 
别 是 P，0. 由 于 e 是 正 交 变 换 ， 因 此 | BF| = |PO|， 此 式 也 表明 
o 是 正 交 变换 . 口 

性 质 6 正 交 变换 把 平行 直线 映 成 平行 直线 . 

证 明 设 e 是 正 交 变 换 ， 直 线 几 与 平行， 根据 性 质 4，cr 把 
直线 映 成 直线 站 (= 1,2)， 假 如 总 与 妃 交 于 点 玉 ， 则 开 ' 的 唯一 
的 原 像 既 在 上 ， 又 在 上 ， 这 与 思 与 忆 平行 矛盾 ， 所 以 首 与 
忆 平行 . 口 

我 们 把 平面 上 所 有 点 组 成 的 集合 记 作 $， 把 平面 上 所 有 向 量 组 成 
的 集合 记 作 3. 

性 质 7 正 交点 变换 e 诱导 了 集合 9$ 上 的 一 个 变换 元 ， 即 设 4 
B 在 下 的 像 分 别 是 4 ，B'， 定义 

厅 (4B8)= 4 ， (2 
则 元 是 集合 S 上 的 一 个 变换 . 

证 明 ”由 于 平面 上 一 个 向 量 c 用 有 向 线段 表示 时 ， 表 示 方 法 不 唯 
一 ， 因 此 需要 说 明 (2.1) 式 与 有 向 线段 的 起 点 的 选择 无 关 . 设 全 = 
感 ,上 且 C, 了 在 下 的 像 分 别 C'，D'， 根 据 (2.1) 式 ， 有 到 (C 万 )= 
57 克 如 果 能 证 明 不 下 = 5 下 ， 那 么 元 就 的 确 是 5 上 的 一 一 个 变换 

情形 1 4，B，C，DD 不 在 一 条 直线 上 ， 因 为 馈 = C 万 ， 所 以 四 
边 形 4CDB 为 一 个 平行 四 边 形 ， 根 据 性 质 6， 四 边 形 4'C'D'B 也 为 一 
个 平行 四 边 形 ， 从 而 不 玉 = 5 

情形 2 4，B，C， 了 在 同一 条 直线 ! 上 ， 另 取 一 条 有 向 线段 
琵 ， 使 得 巨 ， 亚 不 在 1 上， 并 且 王 =- 说 ， 设 吾 严 的 像 分 别 是 忆 ， 
匹 ， 根 据 刚才 证 得 的 情形 1， 有 不下 = 丽 天 =C77 口 

我 们 把 正 交 点 变换 e 诱导 的 集合 S 上 的 变换 地 称 为 正 交 向 量变 
换 ， 今 后 在 谈 到 正 交 (点 ) 变 换 er 在 向 量 上 的 作用 时 ， 指 的 就 是 e 诱 
导 的 向 量变 换 5 在 该 向 量 上 的 作用 . 

性 质 8” 正 交 变 换 e 还 具有 以 下 性 质 

(1) 保持 向 量 的 加 法 ， 即 元 (w+B)= 元 (w) + 元 (B) 
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(2) 保持 向 量 的 数 乘 ， 即 元 (AMa)= AT(aw) ; 

(3) 保持 向 量 的 长 度 不 变 ; 

(4) 保持 向 量 的 夹 角 不 变 ; 

(5) 保持 向 量 的 内 积 不 变 . 

证 明 (1) 设 嫩 =a, 瑟 =8, 则 好-=w+pB. 设 4,B，C 在 v 
下 的 像 分 别 是 4 ，B'，C'， 则 

5(a) = 大 及， 元 (B) = 六 6 Tae+B)= 丰 人 
由 于 大全 = 不 下 + 页 人 ， 所 以 
5(w+pB)= 5(a) + 克 (B)， 

(2) 设 太 =w, 则 Mae=)A 太 =: 多 设 4,，B，c 在 er 下 的 像 分 
别 是 4'，B5'，C'， 则 

元 (a) = 本本， 订 (Aa) = 志 (CE) = 不 67， AT(a) = 和 不 到 
因为 er 保持 线段 的 分 比 不 变 ， 所 以 


Il4c5 46| 区 
本 一 二 一 一 一 二 
148 | 14 | 


一 全 ， 一 一 一 


又 因为 e 保持 共 线 三 点 的 顺序 不 变 ， 所 以 由 4C = A 馈 得 不全 - 
入 48 从 而 
F(Aa) = AI(a)， 

(3) 由 于 ec 保持 任意 两 点 的 距离 不 变 ， 所 以 e 保持 向 量 的 长 度 
不 变 . 
(4) 设 三 =a, 所 =B,， 4,， 8，C 在 下 的 像 分 别 是 汪 ，B，， 
C， 则 于 (a)= 克 下 ，7(B)= 大 G?， 于 是 

(a;B)=LB4C，(T(a) ,TB) = BO4IC: 
因为 
14'B'1 =14B81，145C1=14C|，185C =|1B8C|， 
所 以 A4BC 畦 A4'BIC， 从 而 上 LB4C= BO4C/ 

《5) 因为 e 保持 向 量 的 长 度 不 变 ， 又 保持 向 量 的 夹 角 不 变 ， 所 
以 e 保持 向 量 的 内 积 不 变 . 四 

定理 2.1( 正 交 变 换 第 一 基本 定理 ) 平面 上 的 正 交 变换 ce 把 任 
意 一 个 直角 标 架 [ [0ije;e;] 变 成 一 个 直角 标 架 ( 记 作 开 ) ， 并 且 使 得 
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任意 一 点 书 的 工 坐标 等 于 它 的 像 已 的 开 坐 标 ; 反之 ， 如 果 平 面 上 的 
一 个 点 变换 7 使 得 任意 一 点 0 在 直角 标 架 工 中 的 坐标 等 于 0 的 像 0; 
在 直角 标 架 下 中 的 坐标 ， 则 > 是 正 交 变 换 

证 明 设 正 交 变 换 e 把 点 0 映 成 点 0'， 把 向 量 e; 映 成 向 量 e; 
(=1,2)， 因 为 ce 保持 向 量 的 长 度 不 变 ， 且 保持 向 量 的 夹 角 不 变 ， 
所 以 ef (=1,2) 仍 为 单位 向 量 ， 且 ef 与 e: 仍 垂直 ， 从 而 [03ef，,e1] 
仍 是 一 个 直角 标 架 ， 记 作 开 ， 设 点 己 的 工 坐 标 是 (*,y)7， 忆 在 o 下 
的 像 为 P'， 因 为 

DE- F(0B) = 厅 (xYei+ ye ) = XYGF(el)+Yy5(e)= xe'+ye)， 
所 以 点 已 ' 的 开 坐 标 是 (*,y) 

反之 ， 如 果 点 0 的 工 坐 标 (”x%7) 等 于 0; 在 r 下 的 像 0!0i=1， 
2) 的 开 坐 标 ， 则 在 工 中 计算 |0,0:| 得 


100,| =V(za -5 和) +( 一 力 ) ， 
而 在 工 中 计算 | 010; | 得 
10405| =V(z 2) (一 力 ) 
所 以 | 0,0,| = |0!0:|、， 这 证 明了 是 正 交 变换 . 口 
推论 2.1 如 果 平 面 上 的 两 个 正 交 变换 c 和 7 把 直角 标 架 工 变 成 
同一 个 直角 标 架 工 ， 则 e = 
证 明 任 取 一 点 PP,， 设 己 的 工 坐 标 是 (*,y) 7 ， 根 据 定理 2. 1， 
xx(P) 与 r(P) 的 开 坐 标 都 等 于 (*,y)7， 因 此 ve(P)=r(P) ， 从 而 
CC 二 了。 回 
推论 2. 1 表明 ， 平 面 上 的 正 交 变换 被 它 在 一 个 直角 标 架 上 的 作 
用 所 确定 . 
定理 2.2( 正 交 变 换 第 二 基本 定理 ) “平面 上 的 正 交 变换 或 者 是 
平移 ， 或 者 是 旋转 ， 或 者 是 反射 ， 或 者 是 它们 之 间 的 乘积 . 
证 明 ” 任 取 一 个 正 交 变 换 rc， 取 一 个 直角 标 架 I[ 0ie,e,]. 设 
关 把 工 映 成 直角 标 架 工 [0'iey,e]， 
作 沿 007 的 平移 r, ， 它 把 工 映 成 直角 标 架 [0';e, ,e;]， 再 作 绕 
点 0' 的 旋转 > ， 使 el 的 像 为 e! ， 此 时 m 把 [0';ei,e;] 映 成 直角 标 


架 [0' ;ef,ez ]. 

如 果 e> =e!， 则 rr 把 工 映 成 下， 从 而 rar = 

如 果 e;y = -e:， 则 再 作 关 于 直线 ! ( 它 经 过 点 0 ， 方 向 为 e; ) 的 
反射 ， 此 时 r, 把 [0'ief ,ez ] 映 成 [0'3eil,e3]， 因 此 rarari 把 工 映 
成 下 ， 从 而 rs7a7 = Cr. 
平移 、 旋 转 以 及 它们 的 乘积 称 为 刚体 运动 , 
定理 2.2 表明 ， 平 面 上 的 正 交 变 换 或 者 是 刚体 运动 ， 或 者 是 反 
或 者 是 刚体 运动 与 反射 的 乘积 . 
定理 2.3 设 平面 上 的 正 交 (点 ) 变 换 c 把 直角 标 架 TI[ 0iet,e; ] 
映 成 直角 标 架 工 [0'je!,e]， 其 中 0 ，e5 ，6 的 工 坐 标 分 别 是 

( 远 半 全 而 语 的 站 疝 2 抽 5 


则 er 在 直角 标 架 工 中 的 公式 是 


1 QI Qi 1X Cl 

二 2.2 
[ 的 | 国 4 ) 
其 中 (*,y) 是 任 一 点 已 的 工 坐标 ，(x',yY) 是 已 在 rc 下 的 像 已 的 
I 坐标 ， 并 且 和 矩阵 


射 


加 


CI Qi12 
证 | ] (2.3) 


C21 Ca22 


是 正 交 和 矩阵 ; 反之 ， 如 果 平 面 上 的 一 个 (点 ) 变换 在 直角 标 架 
IO0iei,ez] 中 的 公式 是 


人 
Da 
人 | 】 (2.5) 


是 正 交 矩阵， 则 7 是 正 交 变换 . 
证 明 根据 定理 2.1, 点 P 在 下 的 像 已 的 下 坐标 等 于 尸 的 了 
坐标 (*,y) ， 设 已 的 工 坐标 为 (xz ,Y) 对 点 忆 用 坐标 变换 公 


式 ， 得 
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全 加 | | 直 ， (2.6) 
冰 C2l Co22/ CQ2 


2 加 | (2.7) 


Ca21 0Q22 


其 中 和 矩阵 


是 直角 标 架 工 到 直角 标 架 下 的 过 渡 和 矩阵 ， 因 而 4 是 正 交 矩阵 ， 把 公 
式 (2.6) 右 端的 (*,y) 看 成 点 已 的 工 坐 标 ， 则 (2. 6) 式 是 正 交 变 换 c 
在 直角 标 架 工 中 的 公式 . 

反之 ， 设 平面 的 一 个 点 变换 7 在 直角 标 架 工 中 的 公式 为 (2.4)， 
其 中 系数 矩阵 如 是 正 交 抑 阵 ， 又 设 r(0) =0 ，7F(ei) =el (=1)2). 
从 公式 (2.4) 以 及 向 量 的 坐标 与 点 的 坐标 的 关系 得 到 ，0" ，el!，8e; 的 
I 坐 标 分 别 为 (,)，(bb) ，(ba,b) ， 因为 吾 是 正 交 和 矩 
阵 ， 所 以 


le*|=Vo+b =1，|e5|1=Vba+pa =1， 

ee = DO +Dp= 0. 
因此 [0';e;,e 人 也 是 一 个 直角 标 架 ， 记 作 工 . 任 取 一 点 己 ,， 设 己 的 
I 坐 标 是 (x,y)7， 则 已 在 r 下 的 像 已 的 I 坐 标 (*' ,7 ) 满足 (2.4) 
式 . 注意 ， 公 式 (2.4) 也 可 以 看 成 直角 标 架 工 到 开 的 坐标 变换 公式 . 
由 于 (2.4) 式 左 端的 (*' ,7 ) 7 是 已 的 工 坐 标 ， 因 此 (2.4) 式 右 端的 
(xy) 并 是 书 ' 的 下 坐标 .这 证 明了 已 的 开 坐 标 等 于 尸 的 工 坐标 ， 根 
据 定 理 2.1 的 后 半 部 分 ，7 是 正 交 变 换 . 口 


习 题 6.2 


1. 判断 下 述 平 面 上 的 点 变换 是 否 为 正 交 变换 ， 并 且 求 它 的 不 动 
点 ， 它 在 直角 坐标 系 中 的 公式 为 
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2， 在 平面 上 的 点 变换 


工 ，_Y3 
和 二 万 和 让 Y 十 3， 
,3  ， 工 
光 2% 二 7 1 


下 ， 直 线 x+y-2=0 变 成 什么 直线 ? 
3. 若 把 曲线 2xy = w 绕 原 点 旋转 453"， 求 新 的 曲线 方程 , 
4. 给 了 正 交 变 换 e 在 直角 坐标 系 工 中 的 公式 为 


， 历 左 
符 二 人 光 让 和 3 


y- 史 。 + 2 
若 作 直 角 坐 标 变换 
和 二 了 - 风 7 -2， 
站 去 
小 - + 7 一 1， 


求 e 在 新 坐标 系 中 的 公式 . 
5. 证 明 : 车 平面 上 的 正 交 变换 wc 有 两 个 不 动 点 4，B3， 则 直线 
4 上 每 个 点 都 是 c 的 不 动 点 . 
6. 设 r: 和 分 别 是 平面 关于 直线 上 和 呈 的 反射 ，! 与 交 于 
点 0， 且 夹 角 为 6， 证明: rar; 是 绕 点 0 的 旋转 ， 转 角 为 26. 
7. 设 平 面 上 的 点 变换 er 的 公式 是 
f『 = %cosg - ysing + Q， 
yY = xsing + ycosg + D， 
证 明 : 当 b<2pmr 时 ，c 是 绕 一 个 定点 的 旋转 . 
8 设 正 交 变 换 c 把 右手 直角 标 架 工 0;eiie;] 贞 成 下 0O';ei,e 引 ]， 
el 到 e! 的 转角 为 6，0' 的 工 坐 标 是 (yo,yo) ， 证 明 : 若 开 为 右手 系 ， 
则 ce 的 公式 为 
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= %cos0 - ysing + Xo ， 
y = X%sing + ycosg + yoj 
若 开 为 左手 系 ， 则 e 的 公式 为 
人 = %cos0 + ysing + %0 ， 
y = %sing - ycosg + 70. 
9. 正 交 变 换 e 的 公式 中 ， 若 系数 失 阵 4 的 行列 式 |4| = +1， 则 
称 e 是 第 一 类 正 交 变换 ; 若 |4| = -1， 则 称 o 是 第 二 类 正 交 变换 . 
证 明 : 刚体 运动 是 第 一 类 正 交 变换 ， 刚 体 运 动 和 一 个 反射 的 乘积 
第 二 类 正 交 变换 . 
10. 判断 下 列 变换 是 否 为 平面 关于 一 直线 的 反射 ， 若 是 反射 ， 则 
求 出 反射 轴 ， 


， 也 
1) %cos20 + ysin20， 2) 2 站 
yY“” = %sin20 -ycos20; 1 
人 
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3.1 仿 射 变换 的 定义 和 例 


一 张 底片 ， 洗 出 二 才 照 片 一 张 ， 并 且 放 大 洗 出 六 二 照片 一 张 ， 
这 两 张 照片 的 图 像 自然 是 相似 的 . 

直观 上 说 ， 把 一 个 图 形 放大 或 缩小 得 到 的 图 形 称 为 与 原 图 形 相 
似 的 图 形 . 

相似 的 图 形 中 ， 对 应 线段 的 比 是 一 个 非 零 常数 ， 由 此 引出 下 述 
概念 
定义 3.1 如 果 平 面 上 的 一 个 (点 ) 变 换 r 使 得 对 应 线段 的 比 为 
一 个 非 零 常 数 上， 那么 称 了 是 一 个 相似 变换 (简称 相似 ) ， 其 中 上 称 为 
相似 比 . 

设 了 7 和 是 相 似 比 为 大 的 一 个 相似 变换 ， 线 段 PQ@ 的 像 记 作 P'0'， 则 


汶 
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Prg， 
On 

( 注 : 在 相似 和 位 似 这 一 部 分 ， 我 们 把 线段 PQ 的 长 度 记 成 PC )， 

定义 3.2 如 果 有 一 个 相似 比 为 天 的 相似 变换 r， 使 得 一 个 图 形 
五 的 像 是 图 形 玉 ， 那 么 称 瑟 和 丈 是 相似 图 形 ， 其 中 下 称 为 这 两 个 图 
形 的 相似 比 , 

定义 3.1 列 涵 了 相似 变换 把 线段 映 成 线段 ， 从 而 把 直线 映 成 直 
线 ， 把 射线 映 成 射线 . 

设 > 是 相似 比 为 天 的 一 个 相似 变换 ， 线 段 POQ 和 线段 MV 的 像 分 
别 为 P'0' 和 M'N' ， 则 


RE 
PO ”  MN 
从 而 
2MN -MAN 
PO ” P'O7 


因此 相似 变换 保持 任意 两 条 线段 的 比值 不 变 

银幕 上 的 图 像 是 幻灯 片上 的 图 像 经 过 放大 得 到 的 . 从 这 种 把 图 
像 放大 的 方法 抽象 出 下 述 概念 

定义 3.3 平面 上 取 定 一 个 点 0， 把 平面 上 每 一 个 点 已 对 应 到 点 
已 ， 使 得 0 -05， 其 中 居 是 一 个 非 零 常数 ， 点 0 对 应 到 它 自 身 ， 
平面 上 的 这 个 点 变换 称 为 位 似 变 换 ( 简 称 位 似 ) ， 其 中 点 0 称 为 位 似 
中 心 , 天 称 为 位 似 比 ， 

定义 3.4 如 果 有 一 个 位 似 比 为 丰 的 位 似 变 换 ， 使 得 图 形 互 的 像 
是 图 形 素 ， 那 么 称 忆 和 已 是 位 似 图 形 ， 其 中 上 称 为 这 两 个 图 形 的 位 
似 比 . 

命题 3.1 位 似 比 为 天 的 位 似 把 线段 映 成 线段 ， 且 像 线 段 与 原 线 


段 的 比 等 于 | 丰 |. 
证 明 设 r 是 位 似 比 为 大 的 位 似 ， 点 0 为 位 似 中 心 ， 点 了 的 像 


为 点 已 ,点 @ 的 像 为 点 @ 
情形 1 下 >0. 如 图 6.5 所 示 ， 这 时 有 
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DB 
OP ”00 
又 上 LP'00'= 人 上 PO0,， 因 此 AOP'oAOPO， 从 而 线段 PQ 的 像 是 线 


段 PQO， 且 


己 0O7 四 OP 四 
PO ”0P 


一 一 一 
FRR 
ww 
一 一 


情形 2 天 <0. 这 时 可 类 似 证 明 线 段 PQ 的 像 是 线段 P'Q ， 且 
PO' -OP 


0 0 D 
从 命题 3. 1 立即 得 到 
推论 3.1 位 似 比 为 天 的 位 似 是 相 似 比 为 | 丰 | 的 相似 . 口 


命题 3.2 ”位 似 是 可 逆 变 换 ; 若 r 是 位 似 比 为 上 ， 位 似 中 心 为 0 
的 位 似 ， 则 7 ”是 位 似 比 为 有 ， 位 似 中 心 为 0 的 位 似 ， 
证 明 任 取 平 面 上 一 点 P (0). 设 7(P)= 已 ， 则 
OP' 
OP 
且 点 书 ' 在 射线 OP 或 它 的 反 向 延长 线 上 .不 妨 设 点 已 在 射线 OP 上 ， 
令 r 是 位 似 比 为 上 ， 位 似 中 心 为 0 的 位 似 ， 它 把 点 忆 对 应 到 射线 
OP' 上 一 点 已" 由 于 射线 OP' 与 射线 OP 重合 ， 因 此 点 P 在 射线 OP 
上 .又 由 于 


= | 丰 |， 


OP ” OP 


ee 
057 = | = 75 
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因此 OP =OP， 从 而 点 P 与 点 己 重 合 ， 于 是 rir(P)=7ri(P')= P. 
因此 rir 是 平面 上 的 恒 等 变 换 ， 同 理 ，rr, 是 平面 上 的 恒 等 变 换 ， 因 
此 是 可 道 变换 ， 且 r” =Ti 口 

命题 3.3 相似 可 以 分 解 成 一 个 位 似 与 一 个 正 交 (点 ) 变换 的 
乘积 . 

证 明 设 e 是 相似 比 为 天 的 相似 令 了 是 以 0 为 位 似 中 心 ， 位 
似 比 为 大 ”的 位 似 ， 任 取 平 面 上 两 点 4，B， 则 

|r(4)r(B)|= 大 481|. 

由 于 Aor(c(4))r(c(B))Aoc(4)c(B)， 因 此 


|r(c(4))r(( 瑟 ) ) | _ 1 
|c(4)ec(B) | ， 


从 而 
|(rc)(4)(roc)(B)1=|c(4)c(B)|= 大 4B|=|14B|， 
于 是 rc 保持 任意 两 点 的 距离 不 变 ， 因 此 rc 是 平面 上 的 正 交 ( 点 ) 恋 
换 ， 从 而 c =r-'(rc)， 根 据 命题 3.2，7-!: 是 以 0 为 位 似 中 心 ， 位 
似 比 为 ( 丰 5) -= 的 位 似 ， 因 此 e 可 分 解 成 了 一 个 位 似 与 一 个 正 交 
(点 ) 变 换 的 乘积 . 口 

命题 3.4 ”相似 是 可 逆 变 换 . 

证 明 根据 命题 3.3， 相 似 e 可 以 分 解 成 一 个 位 似 与 一 个 正 交 
(点 ) 变 换 的 乘积 ， 又 由 于 位 似 和 正 交 ( 点 ) 变换 都 是 可 递 变 换 ， 从 而 
它们 都 是 双 射 ， 因 此 它们 的 乘积 仍 是 双 射 ， 于 是 相似 是 双 射 ， 从 而 
相似 是 可 逆 变 换 . 口 

在 平面 上 取 定 一 个 直角 坐标 系 O0xy， 向 着 y 轴 作 正 压缩 ， 压 缩 系 
数 为 地， 即 每 一 个 点 P(e,b) 7 呈 成 点 书 { 读 e, 引 ， 骨 


点 P(ac,b) 在 y= sinx 的 图 像 上 


< 一 = sina 


< 拓 - 0= sin2{ 二] 


< 一 点 已 (十 在 y = sin2x 的 图 像 上 . 
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P di 不 


于 是 ， 在 向 着 7 轴 作 压缩 系数 为 ”的 正 压缩 下 ，y = sinx 图 像 映 成 7 
= sin2x 的 图 像 . 

从 上 述 例子 我 们 抽象 出 压缩 的 概念 

定义 3.5 ”平面 上 给 定 一 条 直线 1 和 一 个 非 零 向 量 4， 其 
是 ;的 方向 向 量 ， 如 果 平面 上 的 一 个 变换 把 每 一 个 点 已 对 应 到 点 


(2) 点 书 ' 与 点 已 在 ! 的 同 侧 : 
那么 称 变换 7 是 沿 方向 & 或 -4 向 着 直线 1 的 压缩 ， 其 中 / 称 为 压缩 
轴 ，2 称 为 压缩 方向 , 不 称 为 压缩 系数 (如 图 6.6)， 当 4 与 1 垂直 时 ， 


P'， 使 得 
(1) 5; 与 4 共 线 ; 
(3) |4P'| =F4P|， 其 中 4 是 PP' 与 /的 交点 , 天 是 非 零 常数 ， 
陈 
称 了 7 是 正 压 缩 ， 当 上 >1 时 ， 也 称 7 是 拉 伸 . 


? 书 
了 
1 刀 
仓 急 7 
4 / 
2 玫 
?2 
1/ 
eO 


命题 3.5 在 向 着 y 轴 且 压 缩 系 数 为 大 的 正 压 缩 下 ， 平 面 上 曲线 
是 


PCx,y)=0 的 像 是 曲线 R(E xz,y)=0. 
在 这 个 正 压 缩 下 ， 点 P(ac,0) 的 像 是 点 P'(kia ,0) ， 于 
点 P(a,p) 在 曲线 FPCx,y) = 0 上 


证 明 
< 一 Fo 站 =0 
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< 一 FFOp(Cia),5)= 0 
< 一点 PICia,p) 在 曲线 FCpx,y) = 0 上. 
因此 ， 在 向 着 y 轴 的 这 个 正 压 缩 下 ， 曲 线 R(x,y)=0 的 像 是 曲线 
下 (FE xy)=0. 

推论 3.2 在 向 着 y 轴 上 且 压 缩 系 数 为 天 的 正 压 缩 下 ， 函 数 7 
(xz) 的 图 像 的 像 是 y7=7E-x) 的 图 像 . 口 

命题 3.6 压缩 把 共 线 三 点 映 成 共 线 三 点 ， 把 不 共 线 三 点 有 映 成 不 
共 线 三 点 . 

证 明 设 > 是 平面 上 沿 方向 & 向 着 直线 ?的 压缩 ， 压 缩 系数 为 
5， 三 点 P，0, R 的 像 分 别 是 P ，0'，R， 又 设 PP'，00' ，RR ' 分 
别 与 1 交 于 点 4，B，C.， 在 ! 上 取 定 一 个 点 0， 取 ,! 的 一 个 方向 向 最 
为 d ， 建 立 仿 射 标 架 [0;d ,dg] ， 如 图 6.7 所 示 ， 设 点 PP，@,， 忍 的 坐 


标 分 别 为 
(2 0 力 ) (oz 和 力 ) (za) ， 
则 点 PP ，Q',，RR' 的 坐标 分 别 为 
(2 47) (xjya) (zaypys) 
由 于 
1 MX2 X3 X1 2 多 3 
ji jg jg = 让 7 和 和 |， 
1 1 1 1 1 1 
因此 根据 第 一 章 $2 的 命题 2.2， 得 
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三 点 已 ，0, 及 共 线 后 三 点 P ，0' ，, R 共 线 . 口 

命题 3.7 压缩 是 可 逆 变 换 . 

证 明 设 o, 是 沿 & 向 着 直线 ;7 的 压缩 ， 压 缩 系 数 为 有 令 os 是 
沿 巡 向 着 直线 7 的 压缩 ， 压 缩 系 数 为 ， 设 点 忆 在 el 下 的 像 是 点 
P'， 如 图 6.7 所 示 . 在 !/ 上 取 定 一 个 点 0， 取 ! 的 一 个 方向 向 量 
d ， 建 立 仿 射 标 架 [0;d, ,dg]， 设 点 尸 的 坐标 为 (*,y) ， 则 点 已 的 坐 
标 为 (*, 杂 ) ， 设 点 已 在 cs 下 的 像 是 点 已 ， 则 点 已 的 坐标 为 
(xj (1y)) =(xzy) 因此 点 已 "与 点 已 重合 ， 从 而 (ozol)(P)= 
ee P，、 于 是 oso, 是 平面 上 的 恒 等 变换 ， 同 理 ，ckcs。 是 平面 上 

的 恒 等 变 换 .， 因此 ci, 是 可 逆 变 换 ， 口 

一 个 平行 六 面体 形状 的 弹性 体 ， 给 它 的 上 底面 以 水 平 向 左 的 一 

束 力 羽 ， 给 下 底面 以 水 平 向 右 的 一 束 力 -下 ， 这 个 弹性 体会 发 生变 
形 ， 从 这 种 例子 我 们 抽象 出 下 述 概念 : 

人 6 平面 上 给 定 一 条 直线 上 和 /的 一 个 方向 向 量 zw， 如 果 
平面 上 的 一 个 变换 把 ! 上 的 每 一 点 映 成 自身 ， 把 不 在 ! 上 的 点 己 映 
成 点 已 ， 

(1) PP 与 1 平行 ; 

(2) 对 在 ;7 的 一 一 侧 的 点 已 有 5* 与 同 向 ， 对 在 /的 另 一 侧 的 点 
0 有 00 与 反 向 ; 

(3) 从 点 己 向 直线 【 作 垂 线 ， 重 足 为 ， 有 |PP'| =8|PM|， 其 
中 天 是 非 零 常数 ， 
那么 称 变换 cr 为 错 切 ， 其 中 ! 称 为 错 切 轴 , 天 称 为 错 切 系数 (如 图 
6. 8 ). 

命题 3.8 错 切 把 共 线 三 点 映 成 共 线 三 点 ， 把 不 共 线 三 点 映 成 不 
共 线 三 点 ， 

证 明 设 ex 是 错 切 轴 为 7， 错 切 系数 为 严 的 错 切 ， 是 ! 的 一 个 
方向 向 量 , 天 是 ! 的 单位 法 向 量 . 在 1! 上 取 定 一 点 0， 建 立 仿 射 标 架 
[oj;oz]， 如 图 6.8 所 示 ， 设 点 P，0,， 尺 的 坐标 分 别 为 (xi ,7 ) 7， 
(2 力 ) (xi) ， 则 它们 的 像 点 已 ，Q ， 尼 的 坐标 分 别 为 

(xi 二 有 人， (2 io) (za 上 yy) 
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由 于 
2 二 ly aa + Ng 03 十 ys XI Mo 3 
yi Ja ys -= | ya 5a|， 
工 1 1 1 1 
因此 
三 氮 已 0, 尺 共 线 和 全 三 点 P'，0'，R' 共 线 . 品 
三 


图 6.8 

在 错 切 的 定义 中 ， 如 果 第 (3) 条 要 求 用 下 述 (3)' 来 代替 : 

(3)' 经 过 点 P 和 给 定 的 一 个 与 7 不 平行 的 单位 向 量 e 作 直 线 与 1 
交 于 点 M， 有 | PP'| = 有 | PNM|， 其 中 天 是 非 零 常数 ， 
那么 当 。 与 1 不 垂直 时 ， 称 ce 为 斜 错 切 .命题 3.8 对 于 斜 错 切 也 
成 立 . 

命题 3.9 ” 错 切 是 可 着 变换 . 

证 明 设 e 是 错 切 系数 为 上 ， 错 切 轴 为 1 的 错 切 ，w 是 ! 的 一 个 
方向 向 量 ， 在 ! 上 取 定 一 个 点 0， 取 ;7 的 一 个 单位 法 向 量 球 ， 建 立 仿 
射 标 加 [0;o,z] ， 如 图 6.8 所 示 ， 则 点 P(x,y)7 的 像 点 已 ' 的 坐标 为 
(x+ 有 ,7y) ， 令 了 是 错 切 系数 为 上 ， 错 切 轴 为 1 的 错 切 ， 并 且 对 /的 
一 侧 的 点 P， 若 e 使 得 PP' 与 m 同 向 ， 则 > 使 得 PP' 与 y 反 向 ;对 1 
的 另 一 侧 的 点 0,， 若 使 得 007 与 w 反 向 ， 则 使 得 007 与 w 同 
向 ， 于 是 点 P' 在 > 下 的 像 点 己 " 的 坐标 为 ((z+ 有 )+(- 有 yy)7= 
(xz;y) 因此 点 己 " 与 点 已 重合 ， 从 而 (rr)(PE)=7r(P'= P， 于 是 rz 
是 平面 上 的 恒 等 变换 ， 同 理 ，vrr 是 平面 上 的 恒 等 变 换 ， 因 此 e 是 可 
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逆 变 换 . 口 
命题 3. 9 的 证 明 方法 也 适用 于 证 明 斜 错 切 是 可 道 变换 . 
相似 、 位 似 、 压 缩 和 错 切 都 把 共 线 三 点 映 成 共 线 三 点 ， 并 且 它 
们 都 是 可 逆 变 换 ， 抓 住 它们 的 共同 特征 ， 我 们 抽象 出 下 述 概念 : 
定义 3.7 ”如果 平 面 ( 作 为 点 集 ) 到 自身 的 双 射 c 把 共 线 三 点 映 
成 共 线 三 点 ， 那 么 称 e 是 平面 上 的 一 个 仿 射 变换 . 
相似 、 位 似 、 压 缩 和 错 切 都 是 平面 上 的 仿 射 变换 . 


3.2 仿 射 变换 的 性 质 


现在 我 们 来 探索 平面 上 的 仿 射 变换 c 的 性 质 ， 平面 上 任 一 点 4 
在 cc 下 的 像 记 作 4 

性 质 1 仿 射 变 换 c 把 不 共 线 三 点 映 成 不 共 线 三 点 . 

证 明 任 取 平 面 上 不 共 线 三 点 4，B，C. 由 于 co 是 单 射 ， 因 此 


它们 的 像 点 尹 ， 素 ，C' 两 两 不 同 ， 在 平面 
上 任 取 一 点 太 由 于 经 过 点 1 与 直线 4B 平 SA 
行 的 直线 只 有 一条， 经 过 点 W 与 直线 BC 平 人 

行 的 直线 也 只 有 一条 ， 因 此 经 过 点 可 以 Wx 


作 一 条 直线 与 48，BC 分 别 交 于 点 P，@， 


如 图 6.9 所 示 . 由 于 三 点 P，4，B 共 线 ， 

因此 它们 的 像 点 P，4，B' 共 线 ;由 于 三 忆 

点 0，B，C 共 线 ， 因 此 它们 的 像 点 0，B'，““ 挛 

C' 共 线 ， 假如 三 点 4 ，B'，C 共 线 ， 则 点 图 6.9 

忆 ，0' 都 在 直线 4 B 上 ， 由 于 三 点 M，P， 

Q@ 共 线 ， 因 此 它们 的 像 点 M'，P'，0' 共 线 ， 从 而 点 M' 也 在 直线 

4/B' 上 。， 于 是 平面 上 任 一 点 的 像 都 在 直线 4'B' 上 ， 这 与 e 是 满 射 巴 

盾 ， 因 此 三 点 必 ，B，C' 不 共 线 . 口 
性 质 2 ” 仿 射 变换 e 的 道 变换 e :也 是 仿 射 变换 . 
证 明 在 平面 上 任 取 共 线 三 点 4'，B'，C'， 由 于 是 双 射 ， 因 

此 平面 上 存在 唯一 的 点 4， 使 得 rc(4)=4'， 同 理 ， 存 在 唯一 的 点 B， 

使 得 rc(B)= B'; 存在 唯一 的 点 C， 使 得 rc(C)= C'， 于 是 -1(4')= 
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4，o 1(B')=B，o (CI)=C.， 假如 三 点 4，B38，C 不 共 线 ， 则 根据 
性 质 1， 它 们 在 下 的 像 4'，B'，6C' 也 不 共 线 .这 与 已 知 了 矛盾. 因 
此 三 点 4，B，C 共 线 ， 从 而 rc ”是 仿 射 变换 . 中 

性 质 3 仿 射 变换 的 乘积 还 是 仿 射 变换 . 

证 明 由 仿 射 变换 的 定义 立即 得 到 . 

性 质 4 仿 射 变换 e 把 直线 映 成 直线 . 

证 明 在 平面 上 任 取 一 条 直线 4B.， 由 于 c 是 单 射 ， 因 此 点 4， 
下 的 像 点 4'，B8' 是 不 同 的 点 ， 设 点 C 的 像 是 点 C 由 于 ce 是 可 逆 变 
换 ， 因 此 点 4'，B'，C6' 在 下 分 别 有 唯 一 的 原 像 4，B3，C， 于 是 ， 
根据 仿 射 变换 的 定义 和 性 质 1， 得 

点 C 在 直线 48 上 和 全 点 6 在 直线 48 上 . 
因此 直线 4B 在 o 下 的 像 是 直线 48" 口 

性 质 5 仿 射 变换 ex 把 平行 直线 映 成 平行 直线 . 

证 明 设 4BNACD，4'，B8，C'，D' 分 别 是 4，B，C,， 也 在 下 
的 像 ， 假 如 48 与 CD 不 平行 ， 则 由 于 它们 在 同一 个 平面 上 ， 因 此 
它们 有 公共 点 P' 于是， 点 己 的 原 像 尸 既 在 直线 4B 上 ， 又 在 直线 
CD 上 ， 这 与 已 知 矛 盾 ， 因 此 4'B'N CD 口 

试问 : 仿 射 变换 er 是否 把 线段 映 成 线段 ? 由 于 

点 C 在 线段 4B 上 e 人 12- 凶 ，0< 和 三 1， 
因此 如 果 我 们 能 够 证 明 下 述 结 论 : 
1 -人 刀 一 一 不 丰 了 (3.1) 


点 C 在 线段 48B 上 一 一 点 5 在 线段 4B' 上 ， 
从 而 e 把 线段 映 成 线段 ， 并 且 e 保持 线段 的 分 比 不 变 . 

证 明 (3.1) 式 的 困难 之 处 在 于 : 我 们 还 不 知道 e 把 线段 映 成 线 
段 ， 因 此 无 法 利用 有 向 线段 和 向 量 的 知识 ， 克服 困难 的 办 法 是 : 不 
考虑 整 条 有 向 线段 下， 而 只 考虑 它 的 起 点 4 和 终点 已 组 成 的 有 序 点 
偶 (4,B)， 如 果 两 个 有 序 点 偶 (4,B) 与 (C,D) 满 足 嫩 = 咏 ， 那 么 称 
(4,B) 与 (C,D) 相等 . 

把 平面 上 所 有 有 序 点 偶 组 成 的 集合 记 作 S， 在 $ 中 规定 加 法 运算 
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如 下 : 
(4,B)+(B,C):= (4,C)， 
(4; 刀 )+ (万 ,五 ) := (4, 眉 ) ， 
其 中 点 下 是 点 卫 在 沿 项 平移 下 的 像 ， 


如 图 6. 10 所 示 . -一 
在 $ 中 规定 数量 乘法 运算 如 下 ; 一 了 0 
(4;,B):= (4;C)， 0 
其 中 点 C 在 直线 4B 上 ， 且 满足 已 
4C =A 4 有 图 610 


容易 证 明 : $ 的 加 法 满足 交换 律 、 
结合 律 ， 有 零 元 (4,4) ， 每 个 元 素 (4,B) 有 负 元 (B,4); $ 的 数量 乘 
法 满足 向 量 的 数量 乘法 的 4 条 法 则 
性 质 6 仿 射 变换 e 诱导 了 平面 上 所 有 有 序 点 偶 组 成 的 集合 $ 
到 自身 的 一 个 映射 : 
IC4;B):= (4 DB ， (3 
其 中 4'，B' 分 别 是 4，B 在 e 下 的 像 ; 并 且 它 保持 有 序 点 偶 的 加 法 
运算 ， 即 
oO(4,B)+ (BC))= (4;B)+a(B,GC)， (3.3) 
和 CC(4;B)+ (下 ))= ol(4;B)+ar(DD, 匹 ). (3.4) 
证 明 设 (4,B)=(C,D)， 则 钙 -= 号 ， 从 而 四 边 形 4CDB 是 平 
行 四 边 形 .根据 性 质 5， 四 边 形 4'C'D'B 是 平行 四 边 形 ， 因 此 不 下 = 
C 太 ， 从 而 (4.,B0)= (CD )， 所 以 (3.2) 式 的 规定 是 合理 的 ， 即 
诱导 了 $ 到 自身 的 一 个 映射 
根据 $ 的 加 法 定义 ， 有 
和 CC4;B)+ (BC))= or(d4C) = (400) = (47 ;8 )+ ( 互 C) 
= 0(4;B)+a(B,C). 
现在 来 证 (3.4) 式 成 立 : (4,B) + (D, 马 ) = (4,F) ， 其 中 点 下 是 
点 五 在 沿 7 平移 下 的 像 ， 于 是 栈 平 行 于 天， 从 而 四 边 形 FEFBD 
是 平行 四 边 形 ， 根 据 性 质 5， 四 边 形 玉 玉 B'D' 也 是 平行 四 边 形 ， 于 
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是 歹 态 平行 于 记 ， 因 此 
(4 ,如 ) 十 (万 有) = (4 天). 
由 此 得 出 
af((4;B) + (D, 五 )) = al(4; 下 = (4 本 )= (4 8) 十 (万 ,五 ) 
(4,B)+a(DD, 五 ). 口 
性 质 7 〈3.2) 式 定义 的 $ 到 自身 的 一 个 映射 e 保持 有 序 点 偶 的 
数量 乘法 ， 即 


ol(A(4;,B))= Ac(4,B)， (3.5) 

证 明 设 A(4,B)= (4,C)， 其 中 点 C 在 直线 48 上 ， 上 且 满 足 4C 
=》 三 ， 则 

ol(A(4;,B))= o(4;C) = (4 CC7). 
又 有 
Ao(4;B)=A(4 8 ): 
为 了 证 明 (3.5) 式 ， 只 要 证 明 (4 ,C')=A(4',B')， 

由 于 三 点 4，B，C 共 线 ， 因此 三 点 4，B'，C' 共 线 ， 从 而 存在 
实数 太 "， 使 得 不 Gy = 不 环 . 于 是 (4 ,6C)=A7(4 ,8B')， 显 然 人 "与 
入 有关， 试问 : 》" 是 否 与 有 序 点 偶 (4,B) 有 关 ? 设 和 (也 , 正 )= 
(D,F) ， 其 中 点 下 在 直线 DE 上 ， 且 满足 且 = A ZL， 同 理 ， 存 在 实 
数 \"， 使 得 历届 = 和 历 ' 下 ， 于 是 (有 ,天 )= AM"(D ,到 )， 和 与 4" 是 理 
相等 ? 

情形 1 设 直线 43 与 DBE 相交 ， 如 图 6. 11 所 示 ， 经 过 点 4 作 直 
线 1NDE， 在 1 上 取 点 C,， 巨 ， 使 得 |46| = |DE|，|4 末 | = |DF|， 于 
是 四 边 形 4DEC 和 4DFT 都 是 平行 四 边 形 ， 由 于 

|4C| _ |DP| -14 如 | 

1 =1A1= 1558| = 146|， 
因此 A4CE 一 A486C6， 从 而 上 人 CE = 人 BC4. 于 是 CA BGC， 根 据 性 
质 5， 四 边 形 4'D'BC' 和 4 有 到 开 都 是 平行 四 边 形 ， 从 而 14'6'| = 
| 万 要 |，|14 可 | = 1D 天 |， 且 及 ,已 ， 尼 的 顺序 与 人，C， 避 的 
顺序 相同 ， 由 于 CEABC， 因 此 仍 根据 性 质 5 得 C' 夏 NB'CG'， 于 是 
A4C'BepA4'B'G'， 从 而 


人 C4 万 = 人 B4C， 
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14'C 有 14' 瑟 '| 加 | 姜 ' 严 | 

43 1 17 

由 于 BC ACT ， 因此 4"， 瑟 ' ， CC 的 顺序 与 4"， 全 要 殖 '/ 的 顺序 相 
同 ， 从 而 与 乙 ， 天 ， 天 的 顺序 相同 ， 所 以 A" =A/ 


二 


刀 C 
4 / 
二 G7/ / 
一 = 二 ~ 和 / 末 
一 一 一 \ 
站 \ Z 
四 疏 
图 6.11 


情形 2 直线 48 与 DF 平行 或 重合 ， 如 图 6. 12 所 示 ， 作 直线 
MN 与 4B，D 巨 都 相交 ; 在 MN 上 取 点 天 ， 使 得 了 = MAN， 设 政司 
= 不 太 ' 光 ， 由 于 MN 与 48 相交 ， 因 此 根据 情形 1 得 1 =A'， 又 由 于 
MUM 与 D 正 相交， 因此 根据 情形 1 得 =X， 从 而 )"=A/ 


加 6. 12 


上 述 证 明了 "不 依赖 于 有 序 点 偶 (4;, 了 ) ， 只 依赖 于 太 ， 从 而 和 
是 A 的 函数 设 久 = 所 A)，AeR 从 A(4,B)=(4,C) 得 出 
所 A)(4 BO)=(4 CC) 
为 了 证 明 (4';,C)=A(4 ,8 ) ， 只 要 证 明 .FA)=A，YAe 有 ， 我们 先 
来 研究 所 A) 有 哪些 性 质 : 
帮 A) = 0 后 点 4 与 0 重合 和 全 点 4 与 0 重合 和 一 人 = 0. 
有 序 点 偶 的 数量 乘法 满足 4 条 运算 法 则 ， 其 中 有 
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(x+y)(4,B)=x(4,B) +7(4B)，:Vxy e 有 ， 
(xy)(4,B)=x[y(4,B)]， VYx;y ee 了. 


考虑 它们 在 下 的 像 ， 得 
x+y)(4B) = 所 xz)(4B) + 所 7)425) 
= [Kxz) + 帮 y7)] (4 2BD)， 
xy)(4 5B') = 所 z)[Ky)(4B = LARxz) 扩 7)] (4 8)， 
因此 


xz +y)= 扩 zx) + 扩 7)，Vxzy < 有 耻 ， 
xy) = 拟 x) 几 y7) ， xy E 疏 . 
于 是 问题 归结 为 证 明 下 述 引 理 3.1. 当 引 理 3. 1 得 到 证 明之 后 ， 便 得 
出 A)= 入 ， 从 而 有 
(4,B) =(4,C) 一 全 人 04,B') =(4 ,00)， 
因此 er 保持 有 序 点 偶 的 数量 乘法 . 口 
引 理 3.1 设 F(x) 是 实数 集 及 到 自身 的 一 个 映射 ， 如 果 Asx) 
满足 
xz +y)= 太 xz) + 所 7y)， VYx,y < 妥 ， 
xy) = 所 x) 凡 7y) ， VYx;y E 妥 ， 
且 帮 x) 不 是 零 函 数 ， 那 么 Ax)= x，VYxe 恨 . 
证 明 由 于 /保持 加 法 运算 ， 因 此 用 O+0)= 扩 0) +70)， 从 
而 有 A0)= 2f0).， 于 是 X0) = 0. 因此 
0= HAO0)=AKxz+(Cx))= 大 xs)+7-x)， 


于 是 
-oa)= -7 
由 于 /不 是 零 函 数 ， 因 此 存在 c 关 0， 使 得 Ac) 关 0. 由 于 /保持 
乘法 运算 ， 因 此 有 
Ra)= 太 lc)= 有 所 1) 太 ac). 
由 此 得 出 
所 1) = 工 
当 x 关 0 时 ， 有 
1= 扩 1)= 帮 xz)=7z)Fxs )， 
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于 是 Az) 关 0， 且 Ax )=[LKxz)] 
我 们 有 


2)=AI+1)=A1I)+ARI)=1+1=2. 
假设 对 于 上 EN ， 有 大 刀 = 大 ， 则 
RE+L)=AD+ARI)= 天 +1. 
根据 数学 归纳 法 原理 ， 对 一 切 正 整数 >， 有 大 mn)=7， 从 而 
太一 有 ) = 一 (nz) = 一 也 
因此 ， 对 一 切 整数 ， 有 .成 亚 )= 冯 . 
任 给 ， 关 <E， 且 和 球 关 0， 有 
有 工 -1 用 
j/( 硅 ] = Kmj( 二 ) = nLKm)] = 志 
因此 ， 对 一 切 有 理 数 c， 有 所 cc)= va. 
任 给 x，ye 恨 ， 若 x>0， 则 
xz) = FRVzVz) = KW)FVx) = [FRV)] > 0. 
若 zx>y， 则 *-yY>0， 从 而 0<Axz-y)= 所 zx) -成 y)， 于 是 
帮 x) > 拟 7)， 
因此 函数 灰 *) 保 序 . 
任 给 一 个 无 理 数 c， 可 以 证 明 w 属于 一 串 闭 区 间 [c,, 六 ]， 其 中 
op (2=1,2,…) 都 是 有 理 数 ， 满 足 
[ap [ab 思 32… 和 [ab 2 …， 
im (pu an) = 0， 
从 而 根据 闭 区 间 套 定理 ， 存 在 唯一 的 实数 e 属于 所 有 的 闭 区 间 
[ac. ,2 (z=1,2,…)， 由 于 ea 属于 所 有 的 闭 区 间 [c ,六 ](z =1， 
2,…)， 因 此 c=aw， 由 于 
ai<a<D， 灵 .=1;2,…， 
因此 
所 oJ)< 大 ac)< 甩 站)， 双 =12，…， 
从 而 
au <Aa)<D， =1;2,，… 
于 是 
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AFLa)=a- 
综 上 所 述 ， 对 任 一 实数 *， 有 所 xz)=x. 
性 质 8 ec 把 线段 映 成 线段 . 
证 明 利用 性 质 7 和 性 质 2 可 得 到 
点 C 在 线段 48 上 
46- 本 0<)<l 
< 全 (4,C) = (4;,B)，0 苹 
< 全 0406) = MAC4,B)，0 
< 一 下 -MB 0 三 人 苹 
和 后 全 点 6 在 线段 48 上 ， 
因此 ez 把 线段 48 映 成 线 眉 4B8 7 


口 


性 质 9 ec 诱导 了 平面 上 所 有 向 量 组 成 的 集合 到 自身 的 一 个 


映射 : 
(全 ) := 不 有 


(3.6) 


证 明 由 于 ex 把 线段 映 成 线段 ， 因 此 可 以 规定 e 把 刀 对 应 
到 让 开设 述 -= 志 ， 则 四 边 形 4CDB 是 平行 四 边 形 ， 从 而 四 边 形 
4'6'D'B' 是 平行 四 边 形 ， 因 此 大 瑟 = 5 天， 从 而 (3.6) 式 的 规定 是 合 


理 的 ， 于 是 c 是 一 个 映射 . 
性 质 10 er 作为 向 量 的 变换 是 线性 变换 ， 即 
(aa+D)=oc)+a(D)， 
CCAw)= Ar(Oa). 
证 明 设 ac= 丰 ,5 = 了 则 e+2= 刀 +8C=4C 于 是 
oa+D)= dc) = 丰 C -= 丰 天 + 刺 C 
= (本 ) +o( 巧 ) = (ea)+e(D). 


设 M =A 太 := 如, 则 XA(4,B)=(4,C)， 根据 性 质 7 


A(4',B')= (4,C) ， 于 是 本 C7 = AM 由 于 
十 C= ou(4C) = uc(Aa)， 
DZ 人 Ac(1 孔 ) 三 太 厅 (8 
因此 


口 


4 四 
， 侍 
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CCAC)=Ao(cx)， 
性 质 了 1 ec 保持 线段 的 分 比 不 变 . 
证 明 点 C 分 线段 48 成 定 比 从 


< 一 1 和 12 -AC 
< 一 (4c) = uCACB) = Ac(C) 
< 一 丰 07 =- 0 及 
和 一 点 C' 分 线段 4 成 定 比 和. 口 
定理 3.1( 仿 射 变换 基本 定理 ) 设 是 平面 上 的 一 个 变换 ， 
I[0ia ,@] 是 仿 射 坐标 系 ，ac(O0)=0，， cd)=dG=12)， 则 
是 仿 射 变换 当 且 仅 当 开 [0234i 5] 也 是 仿 射 坐标 系 ， 且 点 己 的 工 坐 
标 等 于 它 的 像 点 书 ' 的 工 坐 标 . 
证 明 必要 性 设 e 是 仿 射 变换 .由 于 ce 把 不 共 线 三 点 映 成 
不 共 线 三 点 ， 因 此 从 @， 史 不 共 线 可 以 推出 司 ， 到 不 共 线 ， 从 而 
HIo'c3d , 必 ] 是 仿 射 坐标 系 . 设 己 的 工 坐标 为 (*,y)7， 则 0 - 
xd +yd@ ， 从 而 
DBP- o(0B) = OOxd+ ya ) = xGI + 7yG0. 
因此 点 忆 的 开 坐 标 为 (x,y) 
充分 性 ”在 平面 上 任 取 三 点 已 ， 0, 有 R， 设 它们 的 工 坐 标 分 别 为 
(2 力 ) (za 和 力 ) ，(xs7) ， 由 已 知 条 件 得 已 ，0'，R' 的 下 坐标 
分 别 为 (2 py) ，( 和 ,加 ) ，(x 7) ， 由 于 
1 X2 3 
三 点 忆 , 0, 尺 共 线 和 后 二 17 力 力 | = 0 和 三 点 已 ,0 及 共 线 ， 
下 了 
因此 ce 把 共 线 三 点 映 成 共 线 三 点 . 若 Ps<Q， 则 (xy ) 关 (za yy) ， 
从 而 忆 关 0 因此 er 是 单 射 ， 在 平面 上 任 取 一 点 已 ,， 设 己 ' 的 工 坐 
标 为 (*,y)"， 把 以 (*,y) 为 工 坐 标的 点 记 作 P， 由 已 知 条 件 知 ， 
o(P) 的 开 坐 标 为 (*,y) ， 从 而 r(P)= P'， 因 此 e 是 满 射 ， 从 而 
是 仿 射 变换 ， 口 
推论 3.3 如果 平面 上 的 仿 射 变换 ecy 和 cs 把 仿 射 坐标 系 工 映 成 
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同一 个 仿 射 坐标 系 了 ,那么 c, = os 
证 明 ” 任 取 平面 上 一 点 P, 设 忆 的 工 坐 标 为 (*,y)7， 则 ci, (P)， 
os(P) 的 开 坐 标 都 为 (*,y)7， 因 此 o(P)=os(P)， 从 而 ol = 口 
推论 3.4 平面 上 任 给 两 组 不 共 线 三 点 4 ，4，4。 和 Bi ，B。， 
B, ， 则 存在 唯一 的 仿 射 变换 把 4, 映 成 Bi(i=1;,2,3). 
证 明 ”由 于 三 点 4 ，4 ，4, 不 共 线 ， 因 此 工 [ 4 ;看 下 ,下 下 ] 是 
仿 射 坐 标 系 ， 同 理 ，I[ B, ; 豆 囊 ,已 ] 是 仿 射 坐标 系 ， 令 
:乙己 ， 
其 中 己 的 开 坐 标 等 于 已 的 工 坐标 .由 于 4, 的 工 坐标 等 于 有 的 开 坐 
标 ， 因 此 e(4)=B (i=1,2,3)， 从 而 把 工 映 成 了 又 点 尸 的 
任 标 等 于 它 的 像 点 书 ' 的 开 坐 妹 ， 因 此 根据 定理 3. 1，c 是 仿 射 变换 
根据 锥 论 3.3， 把 工 映 成 工 的 仿 射 变换 是 唯一 的 ， 从 而 把 4, 映 成 B， 


推论 3.5 ”对 平面 上 任 给 的 两 个 仿 射 坐标 系 工 和 开 ， 存 在 唯一 的 
仿 射 变换 把 工 映 成 工 


定理 3.2， 设 o 是 平面 上 的 一 个 变换 ，I [ 0;d,,d] 是 仿 射 坐标 
系 ,o(0)=0，o(d)= 玫 (=1,2)，0， 必 ， 帮 的 工 坐标 分 别 为 
(msyo)7， (oaa)7， (anyaa)7， 点 已 和 像 点 已 的 工 坐标 分 别 为 
(zs7)7，(z'y)7， 则 e 是 仿 射 变换 的 充分 必要 条 件 是 


2 CI Qi /区 X0 

ee 
其 中 (3.7) 式 右 端的 2 阶 方 阵 是 可 道 矩 阵 . 
证 明 人 必要 性 由 定理 3.1 知 ，I[0239 2] 也 是 仿 射 坐标 系 ， 
且 点 己 的 开 坐 标 等 于 点 尸 的 工 坐 标 (*,y) ， 作 仿 射 坐标 变换 
I 一 下， 对 点 已 用 坐标 变换 公式 得 

和 Ci Qi 1 YX X0 

网 后 网 交加 
其 中 (3.8) 式 右 端的 2 阶 方 阵 是 可 逆 矩 阵 . (3.8) 式 也 可 看 成 已 的 T 
坐标 与 尸 的 工 坐标 的 关系 式 ， 即 仿 射 变换 c 的 公式 . 
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充分 性 由 于 (3.7) 式 右 端的 2 阶 方 阵 是 可 逆 和 矩阵， 因此 它 的 行 
列 式 不 等 于 零 ， 从 而 根据 第 一 章 的 命题 2.1 知 路 ， 志 不 共 线 ， 所 以 
IILO32 到 ] 是 仿 射 坐标 系 ， 作 仿 射 坐标 变换 工 一 下， 设 点 已 的 下 


坐标 为 (2,7)7， 则 
| 


比较 (3.7) 式 和 (3.9) 式 ， 得 (5,7) = (*,y) ， 于 是 点 已 的 工 坐 标 为 
(x*;y) ， 它 是 点 已 的 工 坐标 . 因此 ， 根 据 定理 3. 1，e 是 仿 射 变换 . 
口 


3.3 仿 射 变换 的 变 积 系数 


正 交 变换 保持 点 之 间 的 距离 不 变 ， 保 持 向 量 之 间 的 夹 角 不 变 ， 
从 而 保持 图 形 的 面积 不 变 ， 而 一 般 的 仿 射 变换 会 改变 点 之 间 的 距离 ， 
会 改变 向 量 之 间 的 夹 角 ， 从 而 也 会 改变 图 形 的 面积 ， 本 小 节 来 讨论 
仿 射 变换 改变 图 形 面积 的 规律 . 

设 在 平面 上 规定 了 一 个 定向 ， 它 用 单位 法 向 量 e 代表 ， 用 
(2a,2) 表 示 以 4, 2 为 邻 边 ， 并 且 边 界 的 环行 方向 为 和 到 忆 的 旋转 方 
向 的 定向 平行 四 边 形 的 定向 面积 ， 由 第 一 章 8$4 的 (4.2) 式 得 

& xD = (4;D)e. 
定理 3.3 设 仿 射 变换 7 在 仿 射 标 架 工 [03;4 ,到 ] 中 的 公式 为 
CH Qizy 1 和 Qi ， 
( [ 2 加 ee 
对 于 任意 不 共 线 的 向 量 w&，8，r(a)=a'，r(5)=2， 则 有 
(ea 2) 
(C;D ) ai aa 

证 明 由 于 了 是 仿 射 变换 ， 因 此 它 把 仿 射 标 架 工 映 成 仿 射 标 架 
ILO234 2] 由 7 在 工 中 的 公式 (3.10) 可 计算 出 才 的 工 坐标 是 
(aaa) ， 开 的 工 坐标 是 (aa ,az ) 7 

设 “, 晴 的 工 坐标 分 别 为 (wo) ，(zm)  ， 则 w， 素 的 开 坐 


Ci Ci 


(3.11) 
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标 分 别 为 (zw ,mm ) ，( 刀 ,2) 在 坐标 系 工 中 计算 得 
C Xi=(uid + 有 )x(2d+2) 


(@x 克 ). 


2 272 
因为 &xp=(c;D)e， di xd =( 和 dd)e， 所 以 


人 (3.12) 


ZL 22 


公式 (3. 12) 对 于 平面 上 任意 向 量 &, 均 成 立 ， 特 别 地 对 于 疏 ， 史 也 
成 立 ， 因 此 有 


人 XU Ci2 
(di ,da ) = (ai ,2 ). 
CQ21 Co22 
同样 的 道理 ， 在 坐标 系 开 中 计算 得 
Li 12 
(@ 7 ) 玉 ) = (di1 ,Gd2 ). 
7 272 
因此 
(EC ;) 了 (Cai ,d2 ) 本 QI Qi2 一 
(& :六 ) (di ,dz ) 的 


易 知 ， 如 果 仿 射 变换 7 在 仿 射 坐标 系 工 中 的 公式 的 系数 答 阵 为 
4 ,那么 在 仿 射 坐标 系 下 中 的 公式 的 系数 矩阵 为 豆 ” 4 如 ， 其 中 吾 
是 工 到 开 的 过 湾 和 矩阵， 因为 

| 豆 24 下 | = | 豆 一 114|| 豆 | = | 豆 | 一 141| 吾 |= 14|， 

所 以 仿 射 变换 7 的 公式 中 系数 矩阵 的 行列 式 与 仿 射 标 架 的 选择 无 关 

定义 3.8 仿 射 变换 r 的 公式 中 系数 扼 阵 的 行列 式 称 为 7 的 行列 
式 ， 记 作 d， 如 果 d. >0， 则 称 > 是 第 一 类 的 ; 如 果 d <0， 则 称 
是 第 二 类 的 . 

定理 3.3 表明 ， 仿 射 变换 > 按照 同一 个 比值 d. 来 改变 所 有 平行 
四 边 形 的 定向 面积 ， 不 仅 如 此 ， 还 有 

推论 3.6 车 平面 上 任 一 有 面积 的 区 域 忆 经 过 仿 射 变换 r 映 成 区 
域 刀 ， 则 有 
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3 
3 

其 中 Sw ，S， 分 别 表示 六 ，D 的 面积 . 
证 明 用 两 组 平行 线 分 割 区 域 D， 由 于 仿 射 变换 把 平行 线 映 成 
平行 线 ， 因 此 相应 地 有 两 组 平行 线 分 割 D， 用 S, (81 ) 表 示 在 D(D') 
内 的 所 有 平行 四 边 形 面积 的 总 和 ; 用 8 ( 8) 表示 至 少 与 D(D') 有 一 


=|a,.|， (3. 131) 


个 公共 点 的 平行 四 边 形 面积 的 总 和 ， 则 有 
9 (3. 14 ) 
由 于 3S{ = 3 |d.|，3! = 8:|d.|， 代 入 (3.14) 式 得 
Si ld 和 Sn sd |， (3. 15) 


由 于 用 两 组 平行 线 无 限 细 分 区 域 忆 时 ， 有 
lim S = S，jlim 3 = 9，， 
所 以 对 (3. 15) 式 取 极 限 得 
Sn|d.| 和 Sn <So|d,|， 
即 得 
Sop， =3o|d.|. 口 
推论 3.6 说 明 ， 仿 射 变换 7 按 同一 个 比值 |.| 改 变 平面 上 所 有 
(有 面积 的 ) 图 形 的 面积 因此， 把 |4.| 称 为 仿 射 变换 r 的 变 积 系数 . 


习 题 6.3 


1. 求 下 述 仿 射 变换 的 不 动 点 : 
ww 
yY =2x +37y +2. 
2， 设 在 平面 上 一 个 仿 射 坐标 系 [0;d ,@] 中 ， 给 了 点 4(-1,0) 7， 
B(0,-1) ，C(-3;,1) 和 4(2,1)7，B(-13)7，C(-2,4)7. 
(1) 求 把 点 0， 已 (1,0) ， 杞 (0,1) ， 分 别 映 成 4，B，C 的 仿 
射 变换 公式 ; 
(2) 求 把 点 0， 妃 ， 瑟 分 别 映 成 4'，B'，C6 的 仿 射 变换 公式 ; 
(3) 求 把 点 4， 中 ，C 分 别 映 成 4 ，B'，C' 的 仿 射 变换 公式 . 
3. 求 把 三 条 直线 xx=0, “*-y=0,， 7y=1 依 次 映 成 3x-2y-3=0， 
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*-1=0， 4xz -了 -9 =0 的 仿 射 变换 的 公式 . 
4 证明: 仿 射 变换 


全 
X%' = %cosg - 一 ysing ， 


忆 


名 生 二 + ycosg 
Q 


把 椭圆 2 人 =1 胰 成 它 自身 ， 但 是 当 gs24m 时 ， 此 椭圆 上 没有 不 


动 点 . 
5. 给 了 仿 射 变换 
本 Ce +37y 一 1 工 ， 
7y'=4x -yy+3， 
如 果 作 仿 射 坐标 变换 
= 25 一 7+4， 
yY=385+27+3， 
求 了 在 新 坐标 系 中 的 公式 . 
6. 如 果 一 条 直线 与 它 在 仿 射 变换 了 7 下 的 像 重 合 ， 则 称 这 条 直线 
为 了 的 不 变 直线 求 下 述 仿 射 变换 的 不 变 直线 : 
全 7 -yy +1， 
yY = 4x +27 二 4. 
7. 设 仿 射 变 换 7 在 仿 射 坐 标 系 工 中 的 公式 为 
| X% 十 27， 
yY“ = 4X 十 37. 
(1) 求 r 的 不 变 直线 ; 
(2) 以 7 的 两 条 不 变 直 线 为 新 坐标 轴 ， 求 > 在 新 仿 射 坐标 系 中 
的 公式 . 
8. 证 明 : 如 果 一 个 仿 射 变换 有 两 个 不 动 点 M 和 M:， 则 直线 
MiWN: 上 的 每 个 点 在 这 个 仿 射 变换 下 不 变 . 
9. 〈1) 证 明 : 相似 保持 角 的 大 小 不 变 ; 
(2) 写 出 相似 在 一 个 直角 坐标 系 中 的 公式 . 
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10. (1) 适当 选取 坐标 系 ， 求 出 位 似 比 为 天 的 位 似 公式 ; 
(2) 证 明 : 位 似 可 以 分 解 成 某 两 个 压缩 的 乘积 
11. 将 仿 射 变换 
4X， 
7Y = 27 
分 解 成 一 个 压缩 和 一 个 位 似 的 乘积 
12. 设 平面 的 一 个 仿 射 变换 r 使 直线 /上 的 每 一 点 都 不 变 ， 而 把 
4，B 分 别 上 映 到 4'，B'， 证 明 : 
(1) 直线 4B 与 4'B' 或 者 同时 平行 于 1， 或 者 相交 于 L 上 一 点 ; 
(2) 直线 44' 与 BB' 彼此 平行 或 重合 . 
13. 对 于 第 12 题 中 的 *， 如 果 有 一 个 点 M 和 它 的 像 点 Mr' 的 连 线 
MMX'N1， 证 明 : 
(1) r 为 错 切 ，! 为 错 切 轴 ; 
(2) 在 适当 选取 的 仿 射 坐标 系 中 ， 错 切 的 公式 是 
X% 十 8HY， 
7 = y， 
其 中 上 为 错 切 系数 ; 
(3) 错 切 不 改变 图 形 的 面积 . 
14. 证 明 : 不 是 错 切 的 保持 一 直线 ! 上 每 个 点 都 不 变 的 仿 射 变换 
或 者 是 一 个 压缩 ， 或 者 是 一 个 压缩 与 一 个 斜 反射 的 乘积 ( 注 : 平面 上 
取 定 一 条 直线 !， 一 个 非 零 向 量 mw， 它 不 是 /的 方向 向 量 ， 如 果 平 面 
上 的 一 个 变换 e 把 ! 上 的 每 个 点 对 应 到 它 自身 ， 把 不 在 ! 上 的 每 个 点 
已 对 应 到 点 P'， 使 得 线段 PP' 被 ! 平 分， 上 且 P 喇 与 w 共 线 ， 那 么 称 
ex 为 关于 直线 1 的 一 个 斜 反射 ). 
15. 求 保留 两 点 Mr ，11, 不 变 的 平面 仿 射 变换 的 公式 . 
16. 设 在 平面 上 给 了 两 个 三 角形 4B8C 和 DEF， 间 : 有 上 几 个 仿 射 
变换 把 A4BC 变 成 ADEF? 
17. 证 明 : 对 平面 上 任 给 的 两 个 直角 标 架 [ 和 工 ， 存 在 唯一 的 正 
交 变 换 把 工 变 成 工 
18. 设 A4BC 的 48，BC 边 长 分 别 为 10 em，6cm，4BC =30。， 
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Us 

三 

yY =%-47y+2 

把 4，B3，C 分 别 变 成 4 ，B3 ，C ,， 求 A4'B'C' 的 面积 . 
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本 章 开 头 曾 指出 ， 研 究 图 形 的 性 质 可 以 采用 点 变换 法 ， 即 作 一 
个 点 变换 ， 把 一 个 图 形 C 映 成 另 一 个 较 简 单 的 图 形 C”， 所 谓 的 一 个 
点 变换 o 把 图 形 C 上映 成 6"， 是 指 r 引起 了 C (作为 点 的 集合 ) 到 C' 
(点 的 集合 ) 的 一 个 双 射 ， 如 果 ce 把 图 形 5 映 成 C， 则 C 和 C' 就 共 
同 具 有 在 r 下 不 变 的 那些 性 质 ， 为 此 ， 本 节 来 讨论 在 正 交 变 换 下 不 
变 的 几何 性 质 和 在 仿 射 变换 下 不 变 的 几何 性 质 . 


4.1 度量 性 质 和 仿 射 性 质 


定义 4.1 在 任意 正 交 变换 下 不 变 的 几何 性 质 (或 几何 量 、 几 何 
概念 ) 称 为 度量 性 质 (或 正 交 不 变量 、 度 量 概念 ); 在 任意 仿 射 变换 
下 不 变 的 几何 性 质 ( 或 几何 量 、 几 何 概念 ) 称 为 仿 射 性 质 (或 仿 射 不 
变量 、 仿 射 概念 ). 

因为 正 交 变换 都 是 仿 射 变 换 ， 所 以 在 仿 射 变换 下 不 变 的 性 质 在 
正 交 变换 下 当然 也 不 变 ， 这 说 明 ， 仿 射 性 质 ( 仿 射 概念 、 仿 射 不 变 
量 ) 都 是 度量 性 质 (度量 概念 、 正 交 不 变量 )， 但 是 反之 ,度量 性 质 
不 一 定 是 仿 射 性 质 、 下 面 列 举 出 不 是 仿 射 性 质 (或 仿 射 不 变量 、 仿 射 
概念 ) 的 度量 性 质 (或 正 交 不 变量 、 度 量 概念 ). 

度量 性 质 有 : 〈1) 垂直 ; (2) 轴 对 称 . 

正 交 不 变量 有 : (1) 点 之 间 的 距离 ; (2) 向 量 的 长 度 ; (3) 两 
疝 量 的 夹 角 ; 〈4) 图 形 的 面积 : (5) 二 次 曲线 $ 的 厂 , 五 ,五 (因为 
,五 ,在 直角 坐标 变换 下 不 变 ， 而 正 交 点 变换 公式 与 直角 坐标 变 
换 公 式 在 形式 上 一 样 ， 所 以 五 ， 厂 ,五 在 正 交点 变换 下 不 变 ). 

度量 概念 有 : (1) 距离 (长 度 ); (2) 角度 ; (3) 面积 : (4) 对 
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称 轴 . 

现在 来 看 哪些 性 质 是 仿 射 性 质 . 

仿 射 性 质 有 : (1) 共 线 ; (2) 平行 ; (3) 相交 ; (4) 共 线 点 的 
顺序 ; (5) 中 心 对 称 . 

关于 中 心 对 称 是 仿 射 性 质 的 理由 : 设 仿 射 变换 7 把 图 形 C 映 成 
C ，(C 是 中 心 对 称 图 形 ， 其 对 称 中 心 为 0，0 在 r 下 的 像 是 0'， 如 
图 6. 13 所 示 . 在 C" 上 任 取 一 点 已 ， 它 的 原 像 己 在 C 上 ， 因为 C 中 
心 对称， 所 以 尸 关 于 点 0 的 对 称 点 Q 在 C 上 . 设 0r20,， 则 0 在 


C" 上 ， 因为 0 是 线段 PO 的 中 点 ， 所 以 0' 是 线段 P'0' 的 中 点 ， 从 而 
@' 是 已 关于 0 的 对 称 点 .这 就 证 明了 : C' 上 任 一 点 已 关于 点 0' 的 
对 称 点 @' 仍 在 C" 上 .， 因此，C' 是 中 心 对称 图 形 ， 其 对 称 中 心 为 0/ 
已 人 
2 CC" 
图 6.13 


仿 射 不 变量 有 : (1) 线段 的 分 比 ; (2) 代数 曲线 的 次 数 . 

仿 射 概念 有 : 〈1) 直线 ; (2) 线段 ， 线 段 的 中 点 ; (3) 对 称 中 
心 ; 〈4) 代数 曲线 ; (5) 二 次 曲线 的 渐 近 方 向 、 非 渐 近 方向 ; 
《6) 二 次 曲线 的 直径 ; 〈7) 中 心 型 二 次 曲线 的 共 驾 直径 ; (8) 二 次 
曲线 的 切线 . 

“关于 二 次 曲线 的 渐 近 方向 、 直 径 、 共 斩 直 径 和 切线 是 仿 射 概念 
的 理由 : 平面 上 取 定 一 个 仿 射 坐标 系 ， 设 二 次 曲线 $ 的 方程 的 二 次 
项 部 分 为 


Jp(X%;Y) = (| 加 (4.1) 


其 中 p(x,y) 的 矩阵 简 记 作 4. 
设 仿 射 变换 r 的 公式 为 
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和 区 D 
( = z[* (由 (4.2) 
则 诱导 的 向 量变 换 的 公式 为 
[ 吃 oa 


设 > 把 二 次 曲线 $ 映 成 8， 从 (4.2) 式 反 解 出 (xz3y) ， 再 代入 到 
(4.1) 式 中 可 求 得 $' 的 方程 的 二 次 项 部 分 为 
和 


2 (xy ) = (20)CB DA4B (小 


对 于 任 一 向 量 wuv,o) ， 设 7 把 志 映 成 zz 0 则 有 
Ne 


2 2 
CD4( | = op(zo). (4.4) 


(4.4) 式 说 明 , 若 w(zio)7 是 3 的 渐 近 方向 ( 非 渐 近 方 向 )， 则 
(2 是 3 的 渐 近 方向 ( 非 渐 近 方向 )， 

因为 在 仿 射 变换 7 下， 二 次 曲线 $ 的 弦 变 成 8 的 弦 ，$ 的 平行 
芒 变 成 $' 的 平行 弦 ，$ 的 弦 的 中 点 变 成 8 的 相应 弦 的 中 点 ， 所 以 如 
果 ! 是 3 的 直径 ， 则 1 在 r 下 的 像 / 是 3 的 直径 . 

设 1, 玫 是 8 的 一 对 共 直 径 ( 此 时 假设 $ 是 中 心 型 曲线 ) ， 上 
(Gi=1.2) 的 方向 为 (mo)7， 由 于 六 共 思 于 六 的 方向 (wo ) ， 所 
以 根据 第 五 章 8$4 的 (4.2) 式 ，5 的 方程 为 

(ai+ aoo)x +(aaul + aao)y + ai + ao = 0. 
因此 
岂 :0o =- (ao +asoo) : (aa + aool)， 
即 
alt + aa 人 (zz + ua ) + aviza = 0. 
设 r 把 六 映 成 二 ， 把 羔 映 成 莹 (zioi) (=1,2)， 则 有 


0 = Qiua 十 Ci (Zi22 十 La221 ) 十 GazV172 
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CI CI 1 ZL2 _1 AT 习 L2 
-Co | ] = Ge ) 4 必 | 
了 02 


Ci CQC22 2 


下 了 虹 和 搬 机 于 玫 了 枯 
Qi2U1L2? 十 Ca(Z1I22 十 221) 十 Qi22122， (4.5) 


持 


其 中 
( 玉 -1)74B-: 且 中 
Ciz Ca22 

因为 (如 ) "4 一 是 8 的 方程 的 二 次 项 部 分 op (zyY) 的 矩阵 ， 所 以 
af ，o， 吃 是 3 的 方程 的 二 次 项 系数 ， 由 (4.5) 式 知 , 几 与 妨 是 8' 
的 一 对 共 力 直径 . 

因为 渐 近 方向 、 非 渐 近 方向 是 仿 射 概念 ， 且 相交 是 仿 射 性 质 ， 
所 以 二 次 曲线 的 切线 是 仿 射 概念 . 


4.2 变换 群 与 几何 学 


度量 性 质 是 在 所 有 正 交 变换 下 不 变 的 性 质 ， 因 此 需要 讨论 平面 
上 的 所 有 正 交 变换 组 成 的 集合 妃 从 正 交 变换 的 性 质 知道 ， 鼠 有 下 
述 性 质 : 

(1) 对 于 任意 rc ，re 互 有 or E 石 ; 

(2) 恒 等 变 换 在 玖 里 ; 

(3) 任 给 rr s 吾 ， 则 er 可逆， 且 a ”es 也 

类 似 地 ， 平面 上 所 有 仿 射 变 换 组 成 的 集合 也 有 这 三 条 性 质 . 

定义 4.2 集合 3 到 自身 的 一 些 双 射 组 成 的 集合 C， 如 果 满 足 

(1) 对 于 任意 rc，reC， 都 有 core Ci; 

(2) lseECi 

(3) 任 给 re6CG, 有 co” ecC， 
则 称 C 是 集合 $ 的 一 个 变换 群 . 
于 是 ,平面 上 的 所 有 正 交 变换 组 成 的 集合 豆 是 平面 的 一 个 变换 
群 ， 称 之 为 平面 的 正 交 变换 群 ; 平面 上 的 所 有 仿 射 变换 组 成 的 集合 
已 也 是 平面 的 一 个 变换 群 ， 称 之 为 平面 的 仿 射 变换 群 . 
集合 3 到 自身 的 所 有 双 射 组 成 的 集合 显然 是 8 的 变换 群 ， 称 它 
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为 $ 的 全 变换 群 . 
德国 数学 家 克 菜 因 ( 了 Klein) 在 1872 年 运用 变换 群 的 思想 来 区 


分 各 种 几何 学 .他 提出 : 每 一 种 几何 都 是 研究 图 形 在 一 定 的 变换 群 
下 不 变 的 性 质 的 ， 这 就 是 著名 的 爱尔兰 根 纲领 ( Erlange Program)， 于 
是 ， 研 究 图 形 在 正 交 变换 群 下 不 变 的 性 质 ( 即 度量 性 质 ) 的 几何 学 称 
为 欧 几 里 得 几何 学 ; 研究 图 形 在 仿 射 变换 群 下 不 变 的 性 质 ( 即 仿 射 性 
质 ) 的 几何 学 称 为 仿 射 几何 学 . 


4.3 图 形 的 正 交 等 价 和 仿 射 等 价 


利用 所 给 的 变换 群 可 以 把 平面 上 所 有 图 形 进 行 分 类 

定义 4.3 称 平面 上 的 图 形 C, 与 C: 正 交 等 价 ， 如 果 存 在 一 个 正 
交 变 换 oe 把 C, 映 成 C, ， 记 作 C, ~ C.:. 

正 交 等 价 是 平面 上 图 形 之 间 的 一 种 关系 ， 它 具 以 下 性 质 : 

(1) 反 身 性 ， 即 任 一 图 形 C ~ C (因为 恒 等 变 换 把 C 一 C). 

(2) 对 称 性 ， 即 若 C, ~ C,， 则 C, ~ C. 这 是 因为 如 果 正 交 变 换 
7 把 C, 上映 成 C, ， 则 正 交 变换 r ”把 C, 映 成 C,. 

(3) 传递 性 ， 即 若 C ~ C2，C: ~ C:， 则 C, ~ C;. 这 是 因为 如 果 
正 交 变换 r; 把 C, 映 成 C,， 正 交 变 换 r* 把 C, 映 成 C; ， 则 正 交 变 换 
T27; 把 C, 映 成 C3. 

对 于 平面 上 每 个 图 形 C， 所 有 与 C 正 交 等 价 的 图 形 组 成 的 集合 
记 作 [Cj， 称 [Cj] 是 平面 上 图 形 的 一 个 正 交 等 价 类 这样， 平面 上 的 
所 有 图 形 被 分 成 了 若 于 个 正 交 等 价 类 ， 它 们 具有 以 下 性 质 : 

(1) 若 C~， 则 [Cj=[D]; 

(2) 平面 上 每 个 图 形 属 于 且 只 属于 一 个 正 交 等 价 类 ; 

(3) 同一 正 交 等 价 类 里 的 任意 两 个 图 形 必 正 交 等 价 ; 

(4) 不 同 正 交 等 价 类 里 的 两 个 图 形 不 正 交 等 价 

证 明 (1) 任 取 Cs[Cc],， 即 C-~-C,， 又 C~-D， 所 以 CI ~D 
于 是 Cs[Dj， 即 [CjS[ID， 同 理 [D]SLC] 所 以 [C]=[D]. 

《2) 在 平面 上 任 取 一 个 图 形 C,， 因为 C, ~ C,， 所 以 Ce [Ci]. 
假如 Csltcj, 则 c -cc 由 (1 知 [C]=[LC:]. 
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(3) 若 C，， Celcl， 则 CI~C， CC， ~(， 从 而 C, ~ C:. 

(4) 设 [C] <s[D]，ces[c]，Di es[D]， 假如 C, ~D， 则 由 
C, ~C，D ~D，C ~ Di, 可 推出 C~D， 从 而 [Cj]= [D]， 与 已 知 巴 
盾 ， 所 以 C. 吕 ] 

既然 同一 个 正 交 等 价 类 里 的 任意 两 个 图 形 都 是 正 交 等 价 的 ， 因 
此 同一 个 正 交 等 价 类 里 的 图 形 的 共同 性 质 就 是 在 任意 正 交 变换 下 不 
变 的 性 质 ， 即 度量 人 性质， 这样 ， 我 们 在 研究 图 形 C 的 度量 性 质 时 ， 
就 可 以 在 [ C] 里 挑 一 个 最 简单 的 图 形 来 研究 .这 就 是 研究 图 形 的 正 
交 分 类 的 目的 . 

同样 地 ， 平 面 的 仿 射 变换 群 把 平面 上 所 有 图 形 分 成 了 一 些 仿 身 
等 价 类 (简称 仿 射 类 )， 同 一 个 仿 射 类 里 的 任意 两 个 图 形 是 仿 射 等 价 
的 ; 不 同 仿 射 类 里 的 两 个 图 形 是 不 仿 射 等 价 的 ， 因 此 ， 同 一 个 仿 射 
类 里 图 形 的 共同 性 质 就 是 仿 射 性 质 ， 我 们 在 研究 图 形 C 的 仿 射 性 质 
时 ， 就 可 以 在 C 所 属 的 仿 射 类 里 挑 一 个 最 简单 的 图 形 来 研究 . 

例 4.1 证 明 : 平面 上 所 有 平行 四 边 形 恰 好 组 成 一 个 仿 射 类 . 

证 明 “在 平面 上 任 取 两 个 平行 四 边 形 4BCD 和 BFCH， 如 图 6.14 
所 示 ， 因 为 4，B， 万 不 共 线 ， 巨 ， 严 ， 刀 也 不 共 线 ， 所 以 存在 唯一 的 
仿 射 变换 r 把 4，B，D 分 别 变 成 已 ，P， 吾 ， 从 而 7 把 仿 射 标 巢 
T [4; 梧 ,本 ] 变 成 仿 射 标 架 [了 3; 下 ,大 ]， 因 为 点 C 的 工 坐 标 是 
(1,1)7， 所 以 r(C) 的 开 坐 标 为 (1,1)7， 由 于 点 G 的 开 坐 标 为 
(1,1) ， 因 此 r(C)= 6G， 于 是 ，r 把 平行 四 边 形 4B8CD 肌 成 平 四 边 形 
5EFCF， 即 乙 EFCEeL[LD4BCD] 由 于 任 一 仿 射 变换 把 平行 四 边 形 
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变 成 平行 四 边 形 ， 因 此 在 [ 乙 4B8CD] 里 只 有 平行 四 边 形 . 口 
习 题 6.4 
1. 证 明 : 三 角形 的 中 线 、 重 心 都 是 仿 射 概念 . 
2. 证 明 : 三 角形 的 角 平分 线 是 度量 概念 . 
3. 证 明 :“ 一 点 是 三 角形 内 部 的 点 "是 仿 射 性 质 


4. 证 明 : 平面 绕 一 个 固定 点 转 90"，180"，270" 的 三 个 旋转 w,， 
os，o3i 和 恒 等 变 换 了 组 成 一 个 变换 群 . 
5. 当 a，2 取 任 意 不 全 为 零 的 实数 时 ， 问 所 有 下 列 仿 射 变换 组 成 
的 集合 是 否 成 为 一 个 变换 群 : 
| CQX 一 by， 
YY = DY + Qy， 
6. 证 明 : 平面 上 所 有 保持 面积 不 变 的 仿 射 变换 构成 一 个 变换 群 
7. 证 明 : 两 个 三 角形 正 交 等 价 的 充分 必要 条 件 是 它们 全 等 . 
8. 证 明 : 两 对 相交 直线 正 交 等 价 的 充分 必要 条 件 是 它们 的 夹 角 
相等 . 
9. 证 明 : 任意 两 对 相交 直线 必然 仿 射 等 价 . 
10. 证 明 : 平面 上 所 有 三 角形 恰好 组 成 一 个 仿 射 类 
11. 证 明 : 平面 上 的 梯形 有 无 究 多 个 仿 射 类 ， 从 而 平面 上 的 四 边 
形 有 无 穷 多 个 仿 射 类 . 
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平面 上 的 二 次 曲线 能 分 成 多 少 个 正 交 等 价 类 ? 多 少 个 仿 射 类 ? 

在 第 五 章 $1 中 ， 我 们 已 经 知道 平面 上 的 二 次 曲线 有 9 种 ， 它 们 
是 ; 枯 圆 、 虚 彬 圆 、 一 个 点 、 双 曲线 、 一 对 相交 直线 、 抛 物 线 、 一 
对 平行 直线 、 一 对 虚 平 行 直线 、 一 对 重合 直线 

现在 取 定 一 个 直角 坐标 系 [ 0jie,e,]. 

任 取 一 个 椭圆 ， 它 总 可 以 经 过 正 交 变换 (平移 和 旋转 的 乘积 ) 变 
成 中 心 在 原点 、 对 称 轴 为 坐标 加 的 椭圆 
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人 (5.1) 
再 作 仿 射 变 换 
RE 
和 二 一 徐 
人 
， 工 
》 冯 本 
可 把 枯 圆 (5. 1) 变 成 圆心 在 原点 的 单位 圆 刀 + 和 =1. 因此 ， 任 一 椭 


圆 与 圆心 在 原点 的 单位 圆 ( 记 作 C, ) 仿 射 等 价 . 

类 似 地 ， 任 一 虚 枯 圆 与 虚 单 位 圆 妈 + 和 =-1( 记 作 C。) 仿 射 等 
价 ; 任 一 点 与 原点 巡 + 妈 =0( 记 作 C;) 仿 射 等 价 ; 任 一 双 曲 线 与 中 
心 在 原点 的 等 轴 双 曲线 二 -和 =1( 记 作 C,) 仿 射 等 价 ; 任意 一 对 相 
交 直 线 与 交点 在 原点 的 相交 直线 * -和 刀 =0( 记 作 6C; ) 仿 射 等 价 . 

任 取 一 条 抛物 线 ， 它 可 以 经 过 正 交 变换 (平移 和 旋转 的 乘积 ) 变 
成 顶点 在 原点 、 对 称 轴 为 * 轴 的 抛物 线 刀 =2px， 再 作 仿 射 变换 

衬 2 
7 =》 
变 成 掀 物 线 7” =x*， 因 此 任 一 抛物 线 与 多 =x* ( 记 作 C。) 仿 射 等 价 . 

任意 一 对 平行 直线 总 可 以 经 过 正 交 变换 (平移 和 旋转 的 乘积 ) 变 
成 平行 直线 Y =o， 再 作 仿 射 变换 

全 二 
变 成 平行 直线 ” =1， 因 此 任意 一 对 平行 直线 与 久 =1( 记 作 C; ) 仿 身 
等 价 ， 类似 地 ， 任 意 一 对 虚 平行 直线 与 多 = -1( 记 作 C, ) 仿 射 等 价 ; 
任意 一 对 重合 直线 与 > 轴 ， 即 7 =0( 记 作 C。 ) 仿 射 等 价 . 
综 上 所 述 ， 二 次 曲线 至 多 有 9 个 仿 射 类 ， 它 们 是 
[CC ，7=12,…);9. 


C3 是 一 个 点 ， 由 于 仿 射 变换 把 一 个 点 映 成 一 个 点 ， 因 此 
[C]s<s[C]，5s3. 
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C, 是 一 对 重合 直线 ， 由 于 仿 射 变换 把 直线 映 成 直线 ， 因 此 
[C,]<[C]，is9. 

C, 是 一 对 平行 直线 ， 由 于 仿 射 变换 把 平行 直线 映 成 平行 直线 ， 
因此 [C] 关 [C] ，is7. 

C, 是 一 对 相交 直线 ， 由 于 仿 射 变换 把 相交 直线 变 成 相交 直线 ， 
因此 [C;] < 关 [C] ，is5. 

C。 是 抛物 线 ， 它 不 是 中 心 对 称 图 形 ， 而 C, ，C 均 是 中 心 对 称 图 
形 ， 所 以 [Co] < [C] ,[C4]， 又 显然 [ Co] 拓 [C] [Cs]， 

C, 是 圆 ，C, 是 双 曲 线 ， 因 为 圆 没有 渐 近 方向 ， 双 曲线 有 渐 近 方 
向 ， 所 以 [C,] <[C.]， 又 显然 

[Cs[c],[cG] [Cs[c], [Cs 

C; 是 椭圆 型 曲线 ， 无 渐 近 方向 ;而 C, 是 抛物 型 曲线 ， 有 渐 近 方 
向 ， 所 以 [C,] [Cs]， 

上 述 表明 ， 平 面 上 的 二 次 曲线 恰好 分 成 了 9 个 不 同 的 仿 射 类 . 

从 上 面 的 讨论 还 可 看 出 ， 任 意 给 定 两 个 正 实数 "，5， 且 “ 关 包 
则 长 半 轴 为 ， 短 半 轴 为 5 的 棋 圆 与 酉 圆 二 + 五 = 工 正 交 等 价 ; 等 


等 ， 因 此 ,平面 上 所 有 二 次 曲线 分 成 无 穷 多 个 正 交 等 价 类 ， 在 每 一 
类 里 取 一 个 代表 ， 则 这 无 穷 多 个 代表 是 


区 人 过 人 
一 十 二 一 二 + 二 一 1 
Q 中 C2 

注 2 2 

蕊 了 了 蕊 了 
一 十 一 二 一 -一 =1 
公 和 了 Q 及 
人 
本 》 二 一 PDX 

汪 2 2 2 2 
7 =0，7=-4，》 = 


其 中 8，p 可 以 取 任 意 正 实 数 ， 且 在 枯 圆 型 曲线 中 “ 六 

作为 二 次 曲线 仿 射 分 类 的 应 用 ， 我 们 来 证 明 : 

定理 5.1 平面 的 任 一 仿 射 变换 * 可 分 解 成 一 个 正 交 变 换 与 两 个 
沿 互相 垂直 方向 的 压缩 ( 拉 伸 ) 的 乘积 
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证 明 考虑 圆心 在 点 0 的 单位 圆 C， 设 仿 射 变换 把 C 映 成 中 
心 为 0' 的 椭圆 C， 如 图 6. 15 所 示 ， 在 C" 上 取 长 轴 1 和 短 轴 疙 ， 它 
们 是 C' 的 一 对 共 轰 直径 ， 于 是 它们 的 原 像 上 ,六 应 为 圆 C 的 共 斩 直 
径 ， 从 而 与 岂 垂直 ， 设 了 与 C 交 于 4， 由 于 C 是 单位 圆 ， 所 以 
1 丈 | =14=1,2)， 于 是 I[0;04 ,04;] 是 直角 标 架 ， 设 4, 在 7 
下 的 像 是 4， 则 44 是 玉 (= 1;2) 与 C' 的 交点 .因此 0 研 0 


1] 一 一 一 > 


把 工 陕 成 I0535 大 ,全 ]， 令 of = 二 0 大，o = 了 5 大 ， 其 中 
a， 分 别 是 C 的 长 、 短 半 轴 ， 于 是 亚 [ 0'ief ,6 为 直角 标 架 ， 因 此 
存在 正 交 变换 r 把 工 变 成 了 下， 作 沿 方向 e' 或 -e' 向 着 直线 忆 的 压 
缩 ( 拉 伸 )r;， 其 压缩 系数 为 5， 则 ri (el )= aei = 0 Ti (e 人 = 64. 
于 是 把 焉 映 成 [ 030 人 ，e 和 . 再 作 沿 方 向 e: 或 -e' 向 着 直线 六 的 
压缩 ( 拉 伸 )r*， 压 缩 系数 为 5， 则 r; 把 [035 ,e5] 遇 成 了 因 
此 ，7riric 把 工 映 成 下， 从 而 r = rric. 站 


4 


利用 二 次 曲线 的 仿 射 分 类 ， 可 以 解决 本 章 开 始 时 提出 的 问题 . 

例 5.1 证 明 : 椭圆 的 任意 一 对 共 斩 直 径 把 椭圆 分 成 四 块 面积 相 
等 的 部 分 . 

证 明 ” 任 给 一 个 枉 圆 C， 任 取 它 的 一 对 共 红 直 径 1 和 .因为 椭 
圆 和 圆心 在 原点 的 单位 圆 C, 在 同一 个 仿 射 类 ， 所 以 存在 一 个 仿 射 变 
换 > 把 C 映 成 C， 由 于 共 上 直 径 是 仿 射 概念 ， 因 此 7 把 吉 和 六 上映 成 
C, 的 一 对 共 斩 直 径 站 和 六 设 C 被 上 和 分 成 的 四 块 是 C ，C9” ， 
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CO，CO， 又 设 C, 被 如 和 天 分 成 的 相应 四 块 是 CD ，Cf ，C9P ， 
C0 ， 则 显然 了 把 CO 变 成 CP (=1,2,3,4)， 因 为 圆 C, 的 共 加 直 径 
互相 垂直 ， 所 以 Cf  ，6 ，CP ，Cf” 的 面积 相等 ， 由 于 6 与 
COG=1;2,3,4) 的 面积 之 比 等 于 r 的 变 积 系数 ， 所 以 C) ，C9 ， 
C2 ，C” 的 面积 也 相等 . 口 


习 题 6.5 


1. 证 明 : 长 半 轴 为 "， 短 半 轴 为 的 椭圆 的 面积 是 ab. 

2. 证 明 : 以 椭圆 的 一 对 共 斩 半 径 为 边 的 平行 四 边 形 的 面积 是 一 
个 常数 

3. 证 明 : 椭圆 的 过 共 箔 直径 与 椭圆 的 交点 的 切线 构成 的 平行 四 
边 形 的 面积 是 一 个 常数 . 

4. 证 明 : 椭圆 的 任 一 外 切 平行 四 边 形 的 两 条 对 角 线 所 在 的 直线 
是 椭圆 的 一 对 共 斩 直 径 . 


至 中 

C D 
的 任 准 一 对 共 斩 直 径 和 椭圆 的 交点 为 顶点 的 平行 四 边 形 的 面积 都 等 
于 2c2. 


6. 证 明 : 所 有 内 接 于 椭圆 的 四 边 形 中 ， 面 积 最 大 的 是 以 一 对 共 
斩 直 径 和 椭圆 的 交点 为 顶点 的 平行 四 边 形 ， 

7. 任 给 一 个 A4BC， 设 九 , 到, 下 分 别 是 边 4B8，BC，C4 的 中 
点 ， 证 明 : 存在 一 个 椭圆 ， 它 与 A4BC 的 三 边 分 别 相 切 于 厂 ， 五 ， 书 
求 出 这 个 椭圆 的 面积 与 A4BC 的 面积 的 比值 

8. 能 和 否 在 槛 圆 里 作 一 个 内 接 三 角形 ， 使 得 过 它 的 每 个 顶点 的 切 
线 都 与 对 边 平行 ? 如 果 椭 圆 的 长 、 短 半 轴 分 别 为 c 和 15， 这 个 三 角形 
的 面积 等 于 什么 ? 

9. 证 明 : 内 切 于 一 个 平行 四 边 形 的 二 次 曲线 必 是 中 心 型 二 次 曲 
线 ， 且 其 中 心 就 是 平行 四 边 形 的 对 称 中 心 . 

10. 证 明 : 双 昌 线 的 切线 和 它 的 渐 近 线 确 定 的 三 角形 的 面积 是 一 
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个 常数 ， 

11. 证 明 : 双 曲 线 两 条 渐 近 线 之 间 的 切线 线段 被 切 点 等 分 . 
“12. 证 明 : 相似 变换 把 任意 一 个 圆 映 成 圆 . 

“13. 证 明 : 如 果 平 面 的 仿 射 变换 7 将 一 个 圆 映 成 它 自身 ， 则 了 是 
正 交 变换 . 


is 


8$6 几何 空间 的 正 交 变换 和 仿 射 变换 


定义 6.1 几何 空间 的 一 个 点 变换 ， 如 果 保 持 任意 两 点 的 距离 不 
变 ， 那 么 称 它 为 正 交 (点 ) 变 换 ( 或 保 距 变 换 ). 

例 6.1 平移 是 正 交 变换 . 

例 6.2 几何 空间 中 所 有 点 绕 一 条 定 直 线 ! 的 旋转 是 正 交 变换 ， 

例 6.3 取 定 一 个 平面 7， 设 映射 ec 把 空间 中 每 一 个 点 对 应 到 它 
关于 平面 r 的 对 称 点 ， 则 ce 称 为 关于 平面 r 的 镜面 反射 (简称 反 
射 )， 容易 看 出 镜面 反射 保持 任意 两 点 的 臣 离 不 变 ， 因 此 镜面 反射 是 
正 交 变换 ， 

现在 我 们 来 讨论 几何 空间 的 正 交 变换 的 性 质 . 

从 定义 立即 得 到 下 述 性 质 1 和 性 质 2 : 


性 质 1 正 交 变 换 的 乘积 是 正 交 变换 . 贺 
性 质 2 恒 等 变换 是 正 交 变换 . 口 


性 质 3 正 交 变换 是 单 射 , 
证 明 任 取 两 点 已 0Q@， 设 它们 在 正 交 变换 r 下 的 像 分 别 为 已 ,， 
则 |P'0' |1=| PO | <=0. 所 以 e 是 单 射 . 
性 质 4 正 交 变换 把 共 线 三 点 上 映 成 共 线 三 点 ， 并 且 保 持 共 线 点 的 
顺序 ; 把 不 共 线 三 点 映 成 不 共 线 三 点 . 口 

性 质 5 正 交 变换 把 直线 上 映 成 直线 ; 把 线段 映 成 线段 ， 并 且 保 持 
线段 的 分 比 不 变 . 口 

性 质 4 和 性 质 5 的 证 明 与 平面 的 正 交 变换 的 相应 性 质 的 证 明 


OO 


儿 


性 质 6 正 交 变换 把 平面 映 成 平面 : 
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证 明 设 e 是 正 交 变换 任 取 一 个 平面 7， 在 rr 上 取 不 共 线 的 
三 点 4, 有 ，C， 设 它们 在 ec 下 的 像 分 别 为 4 ，B8，C ， 则 4，B'， 
C ' 仍 不 共 线 ， 从 而 它们 决定 一 个 平面 了 在 上 任 取 一 点 允 ， 设 它 
在 cc 下 的 像 为 '， 如果 玉 在 4B 或 4 上,， 则 ' 在 4 或 4C' 上 ， 
从 而 杂 在 7r' 上， 如果 开 不 在 4B8 和 4C 上， 经 过 玉 作 直线 /与 4B 
交 于 P(s<s4)， 与 4C 交 于 0(<4). 设 P,，0 在 cc 下 的 像 分 别 为 己 '， 
0 ， 则 忆 在 4 FF，0' 在 4C 上， 于 是 直线 P'O' 在 关上 ， 由 于 Mr 
在 直线 P'O' 上， 所 以 及 在 rr 上, 反之 ,在 7' 上 任 取 一 点 了， 如 果 
刀 ' 在 4 或 4C' 上 ， 则 刀 有 原 像 忆 ， 并 且 万 在 48 或 4C 上 如果 
忆 " 不 在 4 或 4C" 上 ， 经 过 刀 ' 作 直线 六 与 4 有 8 交 于 天 ， 与 4C' 交 
于 到 由 于 五 有 原 像 已 ， 且 五 在 直线 48 上 ， 屎 有 原 像 ， 且 顾 在 
直线 4C 上 ， 所 以 e 把 直线 BF 映 成 直线 刀 天 ， 从 而 乙 有 原 像 刀 ， 且 
姜 在 直线 有 FF 上 ， 于 是 刀 在 7 上. 这 证 明了 er 把 平面 映 成 平面 


厂 / 口 
性 质 7 正 交 变 换 把 平行 平面 映 成 平行 平面 . 
证 明 从 正 交 变换 是 单 射 立即 得 到 ， 口 


性 质 8 ” 正 交 变换 把 平行 直线 映 成 平行 直线 . 

证 明 设 直线 四 加 5 ， 正 交 变 换 e 把 直线 忆 映 成 必 (i=1,2)， 因 
为 玉 与 及 共 面 ， 所 以 十 与 疙 共 面 (根据 性 质 6)， 又 由 于 ce 是 单 射 ， 
所 以 二 与 总 不 能 相交 ， 从 而 二 /及 口 

把 几何 空间 中 所 有 向 量 构成 的 集合 记 作 3. 

性 质 9 正 交 点 变换 e 诱导 了 集合 S 上 的 一 个 变换 元 ， 即 

元 (4 瑟 ) = 4 

其 中 4 ，B 是 4，B 在 e 下 的 像 

证 明 ”与 平面 正 交 变 换 的 性 质 7 的 证 明 类 似 

我 们 把 正 交 点 变换 e 诱导 的 集合 $ 的 上 述 变 换 地 称 为 几何 空间 
的 正 交 向 量变 换 . 今后 在 谈 到 正 交 (点 ) 变 换 e 在 向 量 上 的 作用 时 ， 
指 的 就 是 e 诱导 的 向 量变 换 5 的 作用 . 

性 质 10 正 交 变 换 保 持 向 量 的 加 法 ， 保 持 向 量 的 数量 乘法 ， 保 
持 向 量 的 长 度 不 变 ， 保 持 向 量 的 夹 角 不 变 ， 保 持 向 量 的 内 积 不 变 . 
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证 明 与 平面 正 交 变换 的 性 质 8 的 证 明 一 样 . 口 

定理 61 正 交 变换 e 把 任意 一 个 直角 标 架 工 LO0jie ,e: ,es ] 映 成 
一 个 直角 标 架 ( 记 作 正 ) ， 并 且 使 得 任 一 点 己 的 工 坐标 等 于 它 的 像 忆 
的 开 坐 标 ; 反之 ， 如 果 空 间 的 一 个 点 变换 r 使 得 任 一 点 @ 在 直角 标 
架 工 中 的 坐标 等 于 @ 的 像 0 在 直角 标 架 正中 的 坐标 ， 则 7 是 正 交 
变换 . 


证 明 与 平面 正 交 变换 中 的 第 一 基本 定理 的 证 明 类 似 . 口 

推论 6.1 如 果 几 何 空间 的 两 个 正 交 变换 c 和 把 直角 标 架 工 映 
成 同一 个 直角 标 架 正 ， 则 c =7. 口 

性 质 11 正 交 变换 一 定 是 满 射 ， 从 而 正 交 变换 是 可 逆 的 ， 并 且 
它 的 逆 变 换 也 是 正 交 变换 . 


证 明 设 e 是 正 交 变 换 ， 任 取 一 个 直角 标 架 工 则 把 工 映 成 
直角 标 架 贡 ， 在 几何 空间 中 任 取 一 点 0, 设 @ 的 开 坐 标 是 (x,y,z) 
取 一 点 已 ， 使 它 的 工 坐 标 为 (*,y,z?) ， 则 已 在 cc 下 的 像 己 的 开 坐 标 
等 于 (x,y,z?) ， 从 而 P' = 0 这 证 明了 忆 是 @ 的 原 像 ， 所 以 e 是 满 


射 ， 从 而 e 可 逆 . 由 定义 立即 得 到 e ”也 是 正 交 变换 . 口 
性 质 12 正 交 变换 把 相交 平面 映 成 相交 平面 . 口 
定理 和 2 空间 的 正 交 (点 ) 变 换 ce 在 一 个 直角 坐标 系 中 的 公 

式 为 

区 ai ap aoaNyrx Qi 
， 小 az aa lyl+loa | (6.1) 
2 CQ 人 ai 


其 中 系数 矩阵 4 = (or) 是 正 交 和 抢 阵 ， 反之， 如 果 几 何 空间 的 一 个 点 
变换 er 在 一 个 直角 坐标 系 中 的 公式 为 (6.1) ， 且 其 系数 天 阵 4 = (cy) 
是 正 交 殖 阵 ， 则 c 是 正 交 (点 ) 变 换 . 
证 明 ”与 平面 正 交 (点 ) 变 换 中 的 定理 2. 3 的 证 明 类 似 . 
设 c 是 绕 一 条 定 直 线 ! 的 转角 为 9 的 旋转 ， 以 ! 为 z 轴 建立 直角 
标 架 工 [0Oiel,e,e]. 把 工 映 成 直角 标 架 正 [0;ei,e2,e3]， 容易 
看 出 


ei1= 6lcosg +esin06， ee) = 一 elising +ecosg0， 8e3= 63， 
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因此 工 到 开 的 坐标 变换 公式 为 


乞 cosO -Sin0 0 
= | sinb cosg0 017|. 
各 0 0 工 八 和 


在 几何 室 间 中 任 取 一 点 P, 设 忆 的 工 坐标 是 (*,y,z) ， 已 在 o 下 
的 像 P 的 工 坐标 为 (zz) ， 由 于 己 的 开 坐 标 等 于 尸 的 工 坐标 
(x*,y;,z) ， 因 此 对 于 P' 用 上 述 坐 标 变换 公式 得 到 
和 2/ cosg -sing 0Yx 
*- 区 cos0 0 | 
: 0 0 T 八 z 
把 公式 (6.2) 右 端的 (x,y,z) ”解释 成 点 尸 的 工 坐 标 ， 则 (6.2) 式 是 旋 
转 e 在 直角 坐标 系 工 中 的 公式 . 
设 7 是 关于 平面 r 的 镜面 反射 ， 以 关 为 Oxy 平面 建立 一 个 直角 
坐标 系 ， 则 7 的 公式 为 
1 0 0 
YY” 0 1 | 
旭 0 0 -1 


定义 和 纪 2 几何 空间 的 正 交 变换 r， 若 它 在 直角 坐标 系 中 的 公式 
的 系数 矩阵 4 的 行列 式 |4| = +1， 则 称 e 是 第 一 类 的 ; 若 |4| = 
-1， 则 称 e 是 第 二 类 的 . 
“命题 6.1 若是 第 一 类 正 交 变换 ， 且 它 保持 原点 O 不 动 ， 则 
c 必定 是 绕 经 过 原点 的 某 一 条 定 直 线 的 旋转 . 
“证 明 因为 er 保持 原点 不 动 ， 所 以 e 在 直角 标 架 工 中 的 公式 为 


区/ 


(6.2) 


名 


乡 


多 愉 


(6.3) 


也 


各 


多 


大 


了 


2 


其 中 4 是 正 交 和 矩阵 , 且 14| = +1. 由 于 4 是 3 阶 方 阵 ， 因 此 1 是 4 
的 特征 值 ， 由 于 正 交 矩 阵 特征 多 项 式 的 根 的 模 等 于 1， 因此 可 以 设 
的 特征 多 项 式 的 另 两 个 根 为 cosg +i sing， 于 是 ， 存 在 一 个 正 交 和 矩阵 
7， 使 得 


= 4 


学 


忌 
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7-47 = | sing cos0 0|. 


cosD -sing | 


0 0 
取 另 一 个 直角 标 架 下 ,使 下 的 原点 仍 为 0, 且 工 到 开 的 过 渡 拢 
阵 为 了 ， 则 工 到 开 的 点 的 坐标 变换 公式 为 


区 


一 下 


名 艺 


其 中 (5,7,3) 是 点 MOx,y;z) 在 开 中 的 坐标 ， 于 是 e 在 正中 的 公 


式 为 
元 区 
人 四 = 4 三 | 了 了 |， 
了 攻 
即 
郑 元 cos0 -sing 05 
= 7 47|7|= | sinb cosg 0 中 
了 和 0 0 1 八 ; 
由 此 看 出 ，c 是 绕 开 的 z 轴 的 旋转 ， 转 角 为 0. 口 


“命题 6.2 若是 第 二 类 正 交 变换 ， 且 保持 原点 0 不 动 ， 则 cr 
或 者 为 一 个 镜面 反射 ， 或 者 为 一 个 镜面 反射 与 一 个 绕 定 直线 的 旋转 
的 乘积 

证 明 ”与 命题 6. 1 的 证 明 类 似 ， 只 需 注 意 : 因为 |4|= -1， 所 
以 -1 是 4 的 特征 值 . 

定理 6.3 几何 空间 的 正 交 变换 或 者 是 平移 ， 或 者 是 绕 一 条 定 直 

线 的 旋转 ， 或 者 是 镜面 反射 ， 或 者 是 它们 之 间 的 乘积 
由 正 交 变换 的 性 质 1， 人 性质 2 和 性 质 11 知 ， 几何 空 间 的 所 有 正 
交 变 换 组 成 一 个 变换 群 . 

定义 6.3 儿 何 空间 的 一 个 点 变换 r*>， 如 果 它 在 一 个 仿 射 坐标 系 

中 的 公式 为 


和 区 Qi 
"中 4 CQ |， (6.4) 
1 总 03 


其 中 系数 矩阵 4 为 非 奇异 的 ， 则 称 7 是 几何 空间 的 仿 射 ( 点 ) 变换 . 

此 定义 与 仿 射 坐标 系 的 选择 无 关 . 

几何 空间 的 仿 射 变换 的 性 质 有 

(1) 两 个 仿 射 变换 的 乘积 仍 是 仿 射 变换 . 

(2) 恒 等 变 换 是 仿 射 变 换 . 

(3) 仿 射 变换 是 可 逆 的 ， 且 它 的 逆 变 换 是 仿 射 变换 . 

(4) 仿 射 变换 把 平面 映 成 平面 . 

(5) 仿 射 变换 把 平行 平面 映 成 平行 平面 . 

(6) 仿 射 变换 把 相交 平面 映 成 相交 平面 . 

(7) 仿 射 变换 把 直线 映 成 直线 . 

(8) 仿 射 变换 把 线段 映 成 线段 . 

(9) 仿 射 变换 保持 线段 的 分 比 不 变 . 

(10) 仿 射 变换 把 平行 直线 映 成 平行 直线 . 

(11) 几何 空间 的 仿 射 点 变换 7 引起 了 空间 的 一 个 仿 射 向 量变 换 
7T， 并 且 了 保持 向 量 的 加 法 ， 保 持 向 量 的 数量 乘积 . 

(12) 仿 射 变换 把 任意 一 个 仿 射 标 架 工 映 成 仿 射 标 正 ， 且 任 一 点 
已 的 工 坐 标 等 于 它 的 像 忆 的 下 坐标 ; 反之 ， 若 变换 r 把 仿 射 标 架 
肌 成 仿 射 标 架 正 ， 且 任 一 点 己 的 工 坐标 等 于 它 的 像 已 的 下 坐标 ， 则 
7 是 仿 射 变换 . 

(13) 知 两 个 仿 射 变换 在 同一 个 仿 射 标 架 上 的 作用 相同 ， 则 它们 
相等 . 

定理 6.4 几何 空间 中 任 给 两 组 不 共 面 的 四 点 4 ，4. ，4; ，4， 
和 DB，B8: ，B; ，B4:， 必 然 存 在 唯一 的 仿 射 变换 把 4, 变 成 BE=1,2， 
3 ,4)， 

证 明 利用 仿 射 变换 的 性 质 (12) 和 (13 ) 可 得 . 

定理 6.5 设 几 何 空间 的 仿 射 变 换 > 在 仿 射 标 架 工 中 的 公式 为 
(6.4)， 又 设 对 于 几何 空间 中 任意 三 个 不 共 面 的 向 量 &, 5，c， 它 们 
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在 7 下 的 像 分 别 是 wa ，2，c' ， 则 有 

CI XeC 

ZXBDp:c 

证 明 设 7 把 仿 射 标 架 工 L0;ia,@ ,ad ] 上映 成 工 [035di 2 0 ] ， 

由 z 的 公式 (6.4) 得 ,二 的 工 坐 标 为 (cuaxasi) (=1,2,3)， 因 此 

lx 的 ld=14@x 吧 :di 

设 向 量 e， 85，e 的 工 坐 标 分 别 为 (zyz)7 (xy 2 ) 

(za 5) ， 则 4 ，28，c: 的 下 坐标 也 分 别 是 这 些 ， 于 是 


X1 MX%2 3 


和 | 汪 | 


0 xD co= OO 轨 0xGd 35， 
如 1 2 23 
4%1 MX2 3 
ZXxD'c=ly 7 和 | 人 x 03. 
放 1 2 3 
所 以 
和 xz c QIX da 03 
CQ XD…C 2 xd dd 
易 知 仿 射 变换 r 的 公式 中 的 系数 和 矩阵 的 行列 式 与 坐标 系 的 选择 
无 关 ， 因 此 可 以 称 |14 | 是 的 行列 式 ， 记 作 d. 
定理 6.5 表明 ， 几 何 空间 的 一 个 仿 射 变换 7 按 同 一 比值 dv, 改变 
任意 平行 六 面体 的 定向 体积 ， 从 面 它 按 同一 比值 |4.| 改 变 几 何 空间 
中 任意 区 域 的 体积 . 
由 仿 射 变换 的 性 质 (1) ，(2)，(3) 知 ， 几 何 空间 中 所 有 仿 射 变 
换 组 成 一 个 变换 群 . 


= |4|. 口 


习 题 6.6 


1. 证 明 下 述 几 何 空间 的 点 变换 是 第 一 类 正 交 变换 ， 并 且 求 
转轴 : 


十 一 3 
> 3 3 了 ? 
了 站 
) 1 4 
= X 十 y 十 2 
3 3 3v2 


2、 在 直角 坐标 系 中 ， 求 出 把 点 (0,0,0)7，(0,1;0) ，(0,0,1) 
分 别 变 成 点 (0,0,0)7，(0,0,1)7，(1;0,0) 的 正 交 变 换 的 公式 . 
3. 在 直角 坐标 系 中 ， 求 出 使 原点 不 动 ， 并 且 把 * 轴 了 映 成 直线 


元 = 六 = 了 的 正 交 变换 的 公式 . 

4. 设 e 是 几何 空间 的 第 一 类 正 交 变 换 ， 证 明 : 对 于 几何 空间 的 
任意 两 个 向 量 w ， 芭 ， 有 

(1) 元 (各 ) 元 ( 妇 )=a， 思 ; 

(2) 末 ( 世 ) x 厅 ( 功 )= 克 (四 X 功 ). 

5， 建 立 把 点 (0,0,0)7，(1,0,0)7，(0,1,0)7，(0,0,1) 分别 
且 成 点 (2 07) (2 入 和 ) (5) (zy4) 的 仿 身 
变换 的 公式 

6. 求 出 在 仿 射 变换 


X'=2x+y+z 一 1 


y = 二 一 工 
2 = 一 5 一 2 
下 ，Ozx 平面 所 变 成 的 平面 . 
7. 求 保持 Oxy 平面 上 每 一 点 都 不 动 的 一 切 仿 射 变换 
8. 证 明 : 如 果 一 个 仿 射 变换 有 三 个 不 共 线 的 不 动 点 ， 则 这 三 点 
所 确定 的 平面 上 的 每 一 点 都 是 不 动 点 ; 如 果 这 个 仿 射 变换 有 四 个 不 
共 面 的 不 动 点 ， 则 它 是 恒 等 变换 . 
9. 求 几何 空间 的 仿 射 变换 ， 已 知 : 
(1) 平面 x+y+z=1 上 每 个 点 都 是 不 动 点 ， 而 点 (1, -1,2) 变 
成 点 (2,1,0) 
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>、 和 一 工 | 二 
(2) 直线 到- = 十 = 一 二 上 每 个 点 都 是 不 动 点 ， 而 点 (0,0,0) 7 


和 (1;0,0) 7 互 变 ; 

(3) 保持 平面 x+yY-1=0, yt+z=0, x+z+l=0 都 不 变 而 点 
(0;0,1) 变 成 点 (1,1,1)7. 

10. 求 槛 球面 


CQ D 
围 成 的 区 域 的 体积 . 
“11. 不 用 命题 6. 1， 证 明 保持 原点 不 动 的 第 一 类 正 交 变 换 e 至 少 


12. 几何 空间 中 给 定 一 个 平面 > 和 一 个 非 零 向 量 4&， 其 中 如 与 了 
不 平行 ， 如 果 空 间 的 一 个 变换 > 把 平面 r 上 每 一 个 点 映 到 自身 ， 把 
不 在 上 的 每 一 个 点 己 映 到 点 P'， 使 得 

(1) PP; 与 4 共 线 ; 

(2) 点 PP 与 点 己 在 平面 r 的 同 侧 ; 

(3) | 4P'| = 天 |4P|， 其 中 4 是 PP' 与 m 的 交点 ,大 是 非 堆 
常数 ， 
那么 称 r 为 沿 方向 & 或 -d 向 着 平面 r 的 压缩 ， 其 中 r 称 为 压缩 平 
面 ，4 称 为 压缩 方向 , 大 称 为 压缩 系数 ， 当 4 与 了 垂直 时 ， 称 > 为 正 
压缩 . 

取 几 何 空间 的 一 个 右手 直角 坐标 系 Owyz， 证 明 : 在 向 着 0yz 平 
面 且 压 缩 系数 为 大 的 正 压缩 下 ， 曲 面 R(x,y,z)=0 的 像 是 曲面 

下 (有 -xyz)=0. 

13. 证 明 : 在 空间 右手 直角 坐标 系 Oxzyz 中 ， 在 向 着 0yz 平面 且 

压缩 系数 为 上 的 正 压缩 下 ， 


(1) 单位 球面 吧 + 季 + 导 = 工 的 像 是 本 球面 所 + 人 + = 


(2) 旋转 单 叶 双 曲面 一 5 -所 =1 的 像 是 单 叶 双 曲 面 
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4 放 2 
到 = 1 二， 
(有 5) “一 


(3) 旋转 双 叶 双 曲 面 =1 的 像 是 双 叶 双 曲 面 


好 十 放 
8 

村 三 四 区 

(天 )” 和 C 

(4) 旋转 扫 物 面 ”+y =2pz 的 像 是 椭圆 抛物 面 


2 
多 


= 一 1; 


0 2 
5PDP 了 
14. 证 明 ， 和 单位 球面 好 + 和 欠 +2=1 
的 像 是 林 球 面 气 评 5 人生 +=1: 向 着 0Oyz 平面 且 压 缩 系数 为 c 的 正 压 
缩 ， 向 着 0zx 平面 且 压 缩 系 数 为 尺 的 正 压 缩 ， 加 着 Oxy 平面 且 压 缩 
系数 为 e 的 正 压缩 . 
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迄今 为 止 ， 我 们 介绍 了 解析 几何 的 主要 研究 方法 一 一 坐标 法 、 
向 量 法 、 坐 标 变换 法 以 及 点 变换 ( 正 交 变换 和 仿 射 变换 ) 法， 并 且 利 
用 这 些 方法 研究 了 一 些 图 形 的 度量 性 质 和 仿 射 性 质 ， 所 有 这 些 都 是 
在 几何 空间 中 进行 的 . 

在 上 一 章 中 ， 我 们 看 到 平面 的 仿 射 变换 的 重要 特征 是 : 双 射 并 
且 把 共 线 的 三 点 映 成 共 线 的 三 点 .在 实际 生活 中 ， 我 们 还 会 遇 到 更 
一 般 的 从 一 个 平面 到 另 一 个 平面 的 保持 点 的 共 线 关系 不 变 的 映射 . 
璧 如， 航空 摄影 时 ， 我 们 要 把 地 面 (假定 是 平 的 ) 上 的 景物 摄 到 底片 
上 ， 这 可 以 看 成 地 面 re 到 底片 ri 的 一 种 保持 点 的 共 线 关系 不 变 的 
贞 射 ， 如 果 ro 和 7 平行 ， 则 上 一 章 讲 的 平面 的 仿 射 变换 的 理论 可 
以 完全 照搬 到 这 种 映射 上 ， 但 是 ， 由 于 飞机 在 飞行 时 的 颠 艇 ， 所 以 
装 在 飞机 上 点 0 处 的 摄影 机 镜头 一 般 来 说 不 是 正好 垂直 地 对 着 大 地 ， 
从 而 底片 r, 与 地 面 ro 不 平行 ， 
这 种 情形 如 图 7.1 所 示 ， 即 r。 和 
1T; 是 两 个 相交 平面 ，0O 是 不 在 这 
两 个 平面 上 的 点 ， 将 平面 re 上 的 
点 己 对 应 于 平面 r, 与 直线 OP 的 
交点 P 的 法 则 称 为 平面 re 到 m 
上 以 0 为 中 心 的 中 心 投影 ， 显然 ， 图 7.1 
在 中 心 投 影 下 ， 点 的 共 线 关系 仍 
然 是 保持 的 ， 但是，zr。 上 的 点 惟 如 果 使 得 OUNMVAT ， 则 歼 在 mi 上 
没有 像 ; 同样 地 ，z 上 的 点 W 如 果 使 得 ONWVre,， 则 六 在 ro 上 没有 
原 像 ， 为 了 弥补 这 些 缺 陷 ， 使 中 心 投影 成 为 映射 ， 并 且 为 双 射 ， 就 
需要 在 平面 r, 上 添加 一 些 新 的 点 ， 使 得 re 上 型 这 样 的 点 (它们 形 
成 一 条 直线 ， 即 经 过 0 与 , 平行 的 平面 和 re 的 交 线 ) 都 有 像 ; 而 在 
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平面 re 上 也 添加 一 些 新 的 点 ， 使 得 ri 上 这 样 的 点 (它们 也 形成 一 
条 直线 ， 即 经 过 0 与 ro 平行 的 平面 和 的 交 线 ) 都 有 原 像 .这样 的 
添补 就 形成 了 射影 平面 的 概念 . 

这 一 章 就 是 研究 射影 平面 ， 研 究 射 影 平面 到 自身 (或 到 另 一 个 射 
影 平面 ) 的 具有 保持 点 的 共 线 关系 不 变 的 特性 的 双 射 ( 称 之 为 射影 变 
换 或 射影 映射 ) ， 以 及 研究 射影 平面 上 的 一 次 曲线 和 二 次 曲线 ， 即 一 
次 曲线 和 二 次 曲线 的 射影 理论 的 . 


$1 射影 平面 ， 齐 次 坐标 


1 1 中 心 为 0 的 把 与 扩大 的 欧 几 里 得 平面 


本 章 的 开头 我 们 讲 到 ， 为 了 使 中 心 投影 成 为 双 射 就 应 当 在 欧 几 
里 得 平面 ( 即 几 何 空间 中 的 平面 ) 上 添加 一 些 新 的 点 .为 了 进行 这 项 
添补 工作 ， 我 们 再 仔细 考察 一 下 中 心 投影 的 过 程 . 为 此 ， 我 们 先 引 
进 一 些 基本 定义 . 

我 们 知道 ， 基 本 的 几何 元 素 是 点 、 直 线 和 平面 ， 一 般 的 图 形 都 
是 由 这 些 基 本 元 素 按 照 一 定 的 关系 组 成 的 ， 它 们 之 间 最 简单 的 关系 
是 位 置 关系 ， 璧 如， 一 个 点 在 一 条 直线 上 ， 一 条 直线 经 过 一 个 点 ， 
一 个 平面 经 过 一 条 直线 等 ， 为 了 简单 起 见 , 我 们 将 这 种 关系 统一 地 
用 "关联 ?来 表示 .和 莒 如 ， 点 己 在 直线 /上 ，. 就 说 点 已 与 直线 /关联 ; 
直线 /经 过 点 P， 就 说 直线 ! 与 点 己 关 联 ， 显 然 “ 关 联 " 关系 是 对 称 
的 ， 即 若 点 已 与 直线 /关联 ， 则 必然 有 直线 ! 与 点 己 关 联 . 

我 们 现在 不 考虑 距离 、 角 度 、 面 积 以 及 平行 等 这 些 比 较 复 杂 的 
度量 性 质 和 仿 射 性 质 ， 而 上 只 考虑 基本 元 素 之 间 最 简单 的 位 置 关 
系 一 一 关联 ， 用 这 样 的 观点 来 看 一 个 平面 7， 那 就 是 只 考虑 与 此 平 
面 关 联 的 元 素 ， 即 我 们 看 到 的 就 是 : 所 有 与 平面 7 关联 的 点 已 和 直 
线 !/ 这 样 ， 平 面 r 就 被 看 成 一 些 点 和 直线 的 集合 ， 记 作 立 = [P,1]. 
用 同样 的 观点 来 看 点 0， 那 么 我 们 看 到 的 就 是 : 所 有 与 点 0 关联 的 
平面 和 直线 P， 今后 我 们 将 与 一 个 点 0 关联 的 所 有 平面 和 直线 构 
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成 的 集合 称 为 中 心 为 0 的 把 ， 仍 用 与 点 同样 的 符号 0 来 表示 这 个 把 ， 
并 且 记 作 0O = [A;p]. 

现在 我 们 从 这 个 观点 来 考察 中 心 投影 的 过 程 ， 就 发 现 把 与 平面 
之 间 存 在 着 简单 而 且 自 然 的 对 应 关系 ， 设 点 0 不 在 平面 r 上， 则 平 
面 上 的 每 个 点 己 决 定 把 0 的 一 条 直线 OP; 平面 上 的 每 条 直线 7 
决定 把 0 的 一 个 平面 ， 即 点 0 与 直线 /所 确定 的 平面 ， 记 作 01， 这 
样 就 得 到 从 平面 到 把 0 的 一 个 对 应 关系 ， 称 为 和 在 把 0 上 的 射 
影 ， 记 作 

o[P,I] = [op ,ol]. 
类 似 地 ， 反 过 来 从 把 0 到 平面 了 也 有 一 个 对 应 关系 : 把 0 的 平面 和 
与 平面 7 交 于 一 条 直线 ， 这 条 直线 用 rA 表示 ， 把 0 的 直线 p 与 平 
面 交 于 一 个 点 ， 这 个 点 用 rp 表示 ， 我 们 将 这 个 对 应 关系 称 为 把 O 
在 平面 上 的 截 影 ， 记 作 
T[A:D]= [7A,Trp]， 

容易 看 出 ， 经 过 射影 和 截 影 ， 关 联 关 系 是 不 改变 的 ， 这 个 事实 
具有 基本 的 重要 意义 . 

现在 我 们 看 出 ， 中 心 投影 可 以 分 解 成 为 射影 和 截 影 两 个 步骤 : 
从 平面 ro 到 平面 ri 上 以 点 0 为 中 心 的 中 心 投影 实际 上 就 是 ro 在 把 
0 上 的 射影 与 把 0 在 ri 上 的 截 影 的 复合 (乘积 )， 在 图 7.1 中 ，mr 
上 的 点 政 在 中 心 投影 下 没有 像 ， 这 是 因为 把 0 的 直线 ON 在 截 影 
没有 像 ; 7 上 的 点 在 中 心 投影 下 没有 原 像 ， 这 是 因为 把 0 的 直线 
ON 在 射影 下 没有 原 像 ， 为 什么 把 0 中 有 的 直线 在 截 影 下 没有 像 ， 有 
的 直线 在 射影 下 没有 原 像 ， 其 原因 就 在 于 欧 几 里 得 平面 的 结构 与 把 
的 结构 是 不 同 的， 弥补 这 一 缺陷 的 方法 应 当 是 以 把 作为 模型 来 将 欧 
几 里 得 平面 加 以 扩充 . 

现在 我 们 就 以 把 0 作为 模型 来 扩充 欧 几 里 得 平面 ， 使 得 射影 和 
截 影 能 够 成 为 它们 之 间 的 保持 关联 关系 不 变 的 双 射 ， 取 一 个 欧 几 里 
得 平面 re， 使 点 0 不 在 re 上 ， 容 易 看 出 ， 在 从 ro 到 把 0 的 射影 
下 ， 把 0 中 与 ro 平行 的 平面 ro 以 及 交 4 上 的 每 条 直线 都 没有 原 像 ; 
面 在 从 把 O 到 re 的 截 影 下 ， 把 0 中 的 平面 r! 以 及 六 上 的 每 条 直线 
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都 没有 像 ， 为 了 使 射影 和 截 影 都 成 为 双 射 ， 就 应 当 在 r。 上 加 进 一 条 
直线 来 和 把 0 中 的 平面 4 对应， 应当 在 re 上 加 进 一 些 点 来 和 把 0 
中 的 平面 74 上 的 直线 对 应 ， 而 且 
这 样 添加 了 新 的 元 素 ( 直 线 和 点 ) 以 
关系 不 变 ， 为 此 ， 采 取 如 下 的 扩充 
方法 : 考虑 到 re 上 的 每 一 条 直线 / 
在 把 0 中 的 对 应 平面 0 与 7 有 唯 
一 的 交 线 忆 ( 如 图 7.2) ， 因 此 规定 
在 ro 的 每 一 条 直线 !/ 上 加 进 唯一 
的 一 个 点 来 与 六 相对 应 ， 这 个 点 称 
图 7.2 为 无 穷 远 点 ， 由 于 ro 上 平行 的 直 
线 在 把 0 中 的 对 应 平面 与 Ti 的 交 
线 都 相同 (如 图 7.2) ， 而 re 上 不 平行 的 直线 在 把 0 中 的 对 应 平面 与 
2r! 的 交 线 都 不 同 ， 因 此 规定 : re 上 平行 的 直线 有 相同 的 无 穷 远 点 ， 
To 上 不 平行 的 直线 则 有 不 同 的 无 穷 远 点 . 最 后 ， 为 了 与 把 0 中 的 平 
面 r, 对 应 ， 我 们 在 r。 上 还 要 加 进 一 条 直线 作为 re 与 re 的 交 线 , 
这 条 直线 称 为 无 穷 远 直 线 ， 于 是 无 穷 远 直线 对 应 于 把 0O 中 的 平面 
T(. 由 于 无 穷 远 点 所 对 应 的 把 O 中 的 直线 都 在 re 上 ， 因 此 规定 无 穷 
远 点 都 在 无 穷 远 直 线 上 ， 

皂 上 面 的 结果 总 结 一 下 : 对 于 欧 几 里 得 平面 re， 在 它 的 每 一 条 
直线 上 加 进 了 一 个 无 穷 远 点 P。， 平 行 的 直线 有 相同 的 无 穷 远 点 ， 不 
平行 的 直线 有 不 同 的 无 穷 远 点 (这 样 一 来 ， 与 每 个 无 穷 远 点 对 应 的 是 
一 个 完全 确定 的 方向 ); 所 有 的 无 穷 远 点 组 成 一 条 无 穷 远 直线 /。. 
补充 了 这 样 一 些 无 穷 远 点 和 一 条 无 穷 远 直线 的 欧 几 里 得 平面 就 称 为 
一 个 扩大 的 欧 几 里 得 平面 (简称 扩大 的 欧 氏 平面 ) ， 记 作 

显然 ， 扩 大 的 欧 氏 平面 7 与 把 0 之 间 的 射影 和 截 影 就 都 成 了 保 
持 关联 关系 不 变 的 双 射 了 ， 换 名 话说 ， 在 扩大 的 欧 氏 平面 re 与 把 0 
之 间 存 在 一 个 一 一 对 应 ， 并 且 这 个 一 一 对 应 保持 关联 关系 不 变 ， 说 
得 更 详细 一 点 就 是 : 扩大 的 欧 氏 平面 Te 上 的 全 体 点 构成 的 集合 与 把 
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O 的 全 体 直线 构成 的 集合 存在 一 个 一 一 对 应 ，7。 的 所 有 直线 构成 的 
集合 与 把 0 的 所 有 平面 构成 的 集合 也 存在 一 个 一 一 对 应 ， 并 且 如 果 
To 上 的 点 己 与 直线 7/ 关联 ， 则 把 0 中 跟 己 对 应 的 直线 便 与 跟 ! 对 应 
的 平面 关联 ， 因 此 ， 从 我 们 只 考虑 基本 几何 元 素 之 间 的 关联 关系 这 
一 观点 来 看 ， 扩 大 的 欧 氏 平面 的 结构 与 把 的 结构 在 本 质 上 是 一 样 的 . 
由 此 我 们 抽象 出 射影 平面 的 概念 . 


12 射影 平面 的 定义 和 儿 何 模型 


定义 芋 鞋 由 两 类 分 别称 为 “点 "和 “直线 ”的 元 素 所 构成 的 集合 
S， 如 果 在 其 中 的 “点 ”和 "直线 "之 间 规 定 了 某 种 称 为 “关联 ”的 关系 ， 
并 且 $ 中 所 有 的 “点 ”和 所 有 "直线 ”可 以 分 别 与 欧 氏 空间 中 一 个 把 0 
的 所 有 直线 和 所 有 平面 建立 一 一 对 应 关系 ， 使 得 对 应 关系 保持 关联 
性 ， 则 称 $ 为 射影 平面 . 

例 11 对 于 几何 空间 中 把 0 本 身 ， 如 果 称 其 中 的 直线 为 “点 ”， 
称 其 中 的 平面 为 "直线 ”， 那 么 它 就 是 一 个 射影 平面 ; 并 且 任 意 一 个 
把 下 也 是 一 个 射影 平面 ， 这 是 因为 通过 平移 可 以 在 把 丈 与 把 0 之 间 
建立 一 一 对 应 关系 ， 并 且 这 种 对 应 保持 关联 性 . 

例 12 扩大 的 欧 氏 平面 ro 是 一 个 射影 平面 . 

例 1.3 取 定 一 个 球面 ， 球 心 为 0， 将 球面 的 每 一 对 对 径 点 (位 
于 直径 两 端的 一 对 点 ) 看 成 一 个 “点 ”， 将 球面 的 每 一 个 大 圆 (球面 与 
过 球 心 的 平面 的 交 线 ) 看 成 一 条 “直线 ”如 果 一 对 对 径 点 在 一 个 大 
圆 上 ， 则 认为 该 “点 "在 该 "直线 ”上 .这样 我 们 就 得 到 一 个 射影 平 


面 ， 这 是 因为 : 取 把 0， 把 0 中 的 每 一 条 直线 ! 与 球面 有 两 个 交点 ， 
即 为 球面 的 一 对 对 径 点 ， 由 于 将 它们 看 成 一 个 


“点 ”， 因 此 /对 应 于 这 个 “点 ”; 把 0 中 的 每 
个 平面 r 与 球面 相交 于 一 个 大 圆 ， 因 此 7 对 
应 于 一 条 “直线 ”， 它 们 都 是 一 一 对 应 ， 并 且 
若 1 在 上 ， 则 ! 对 应 的 “点 "在 了 对 应 的 * 直 
线 ” 上 ， 即 对 应 保持 关联 性 (如 图 7.3). 因此 ， 
给 了 一 个 球面 ， 按 照 上 述 解释 后 就 成 为 一 个 身 人 
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影 平 面 . 

任意 两 个 射影 平面 ， 由 于 它们 的 “点 ”、“ 直 线 " 分 别 有 一 一 对 应 
关系 ， 且 这 种 对 应 保持 关联 性 ， 因此 它们 的 有 关 * 点 "和 “直线 "的 关 
联 关系 方面 的 性 质 是 相同 的 ， 于 是 ,我们 在 研究 这 方面 的 性 质 时 ， 

只 要 取 一 个 射影 平面 作为 代表 来 研究 就 可 以 了 .今后 我 们 常常 取 把 
0 或 者 扩大 的 欧 氏 平面 re 作为 代表 ， 这 是 因为 把 O 中 “点 ”和 ”* 直 
线 ” 的 关联 关系 非常 直观 ， 并 且 由 于 把 0 在 几何 空间 中 ， 这 样 我 们 可 
以 运用 几何 空间 的 有 关 知 识 来 研究 把 0 的 性 质 ; 至 于 扩大 的 欧 氏 平 
面 了 o， 由 于 它 是 由 欧 氏 平面 扩充 而 得 到 的 ， 所 以 可 通过 7 来 解决 
欧 氏 平面 上 的 一 些 问题 . 

现在 我 们 就 利用 把 0 来 研究 射影 平面 上 点 与 直线 的 关联 关系 . 
从 把 0 看 ， 两 条 (不 同 的 ) 直 线 唯 一 地 决定 一 个 经 过 它们 的 平面 ; 反 
过 来 ， 两 个 (不 同 的 ) 平 面相 交 于 唯一 的 一 条 直线 所以， 在 射影 平 
面 上 有 : 

(1) 两 个 点 必 与 唯一 的 一 条 直线 关联 ; 

(2) 两 条 直线 必 与 唯一 的 一 个 点 关联 . 

现在 我 们 在 扩大 的 欧 氏 平面 Ye 上 检验 一 下 上 述 事 实 ， 

欧 氏 平面 上 的 一 条 直线 (简称 欧 氏 直线 ) 加 进 一 个 无 穷 远 点 后 就 
成 为 扩大 的 欧 氏 平面 上 的 一 条 直线 ， 这 样 的 直线 称 为 扩大 的 欧 氏 平 
面 上 的 射影 直线 .如 上 所 述 ，7。 上 的 一 条 射影 直线 是 由 ro 的 一 条 
欧 氏 直线 唯一 确定 的 ， 从 而 在 Fo 的 全 体 射 影 直 线 与 ro 的 全 体 直线 
人 个 一 一 对 应 关系 .但 是 要 注意 ，7ro 上 除了 射影 直线 外 ， 

还 有 一 条 无 穷 远 直线 . 

现在 来 看 了 上 两 个 点 必 与 唯一 的 一 条 直线 关联 的 意义 : 如 果 这 
ee To 上 的 通常 点 ， 则 它们 决定 一 条 欧 氏 直线 ， 从 而 就 决定 

一 条 射影 直线 ; 如 果 这 两 个 点 中 的 一 个 是 通常 点 ， 另 一 个 是 无 穷 
那么 它们 也 决定 一 条 欧 氏 直线 (就 是 经 过 这 个 通常 点 而 与 给 定 
的 无 穷 远 点 所 对 应 的 方向 平行 的 直线 ) ， 因 而 它们 也 就 决定 了 一 条 射 
影 直线 ; 如 果 这 两 个 点 都 是 无 穷 远 点 ， 则 它们 决定 了 唯一 的 一 条 无 
穷 远 直线 . 
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再 看 To 上 两 条 直线 必 与 唯一 的 一 个 点 关联 的 意义 : 两 条 射影 直 
线 交 于 一 个 通常 点 (如 果 它 们 对 应 的 两 条 欧 氏 直线 不 平行 ) 或 者 交 于 
一 个 无 穷 远 点 (如 果 它 们 对 应 的 两 条 欧 氏 直 线 平行 ); 一 条 射影 直线 
和 无 穷 远 直 线 交 于 一 个 无 穷 远 点 . 

由 此 可 见 ， 平 行 的 概念 在 射影 平面 上 是 没有 意义 的 ， 因 为 射影 
平面 上 的 任意 两 条 直线 都 相交 . 

射影 平面 与 欧 氏 平面 还 有 一 些 不 同 之 处 ， 例 如 ， 射 影 平面 上 的 
直线 是 封闭 的 ， 好 像 圆周 似 的 .从 按照 把 的 模型 引进 无 穷 远 点 的 规 
定 可 以 直观 地 看 出 这 一 点 : 考虑 To 上 两 个 通常 点 在 一 条 直线 ! 上 沿 
着 相反 的 方向 跑 向 无 穷 远 ， 在 把 0 中 与 这 两 个 点 对 应 的 两 条 直线 都 
将 趋 于 把 0 中 与 1 平行 的 那 条 唯一 的 直线 ， 这 说 明 7。 上 两 个 点 在 一 
条 直线 上 沿 着 相反 的 方向 远离 时 将 达到 同一 个 无 穷 远 点 ， 又 如 ， 在 
欧 氏 平面 re 上 ， 一 条 直线 将 平面 分 成 两 部 分 ， 但 是 射影 平面 r。 上 
的 一 条 直线 则 不 能 分 割 射影 平面 ， 璧 如， 在 re 上 把 无 穷 远 直线 除 
掉 ， 亦 即 除 掉 所 有 的 无 穷 远 点 ， 我 们 得 到 的 是 一 个 欧 氏 平面 re， 可 
见 无 穷 远 直 线 并 没有 把 ro 分 成 两 块 . 由 于 从 把 的 结构 上 看 ， 射 影 平 
面 上 的 无 穷 远 直 线 与 其 他 直线 并 无 本 质 的 不 同 ， 因 此 re 上 的 任 一 条 
直线 都 不 能 把 r。 分 成 两 块 . 

几何 空间 是 由 所 有 点 组 成 的 集合 ， 也 可 看 成 以 定点 0 为 起 点 的 
所 有 定位 向 量 组 成 的 集合 .把 几何 空间 看 成 后 者 ， 则 它 是 实数 域 阴 
上 的 3 维 线性 空间 ， 经 过 点 0 的 直线 是 它 的 工 维 子 空间 ， 经 过 点 O 
的 平面 是 它 的 2 维 子 空间 ， 于 是 ,把 0 中 的 直线 就 是 几何 空间 的 ! 
维 子 空间 .把 0 中 的 平面 就 是 几何 空间 的 2 维 子 空间 ， 根 据 例 1. 1， 
把 0 本 身 是 一 个 射影 平面 ， 由 此 受到 启发 ， 我 们 考虑 下 述 几 何 模型 : 

设 了 是 实数 域 民 上 的 3 维 线性 空间 ， 把 了 的 每 一 个 1 维 子 空间 
称 为 “点 ” ， 每 一 个 2 维 子 空间 称 为 "直线 ”， 并 且 规 定 若 向 量 w 生成 
的 1 维 子 空间 (ay7 包 含 于 向 量 B，y 生成 的 2 维 子 空间 4B ,7y》 ， 则 称 
“点 ”ea) 与 < 直线 ”B ,7y)》 关联， 那么 由 这 样 的 “点 "和 “直线 "构成 的 
集合 ， 且 规定 了 上 述 关联 关系 ， 是 一 个 射影 平面 ， 记 作 PC(2, 灵 )， 理 
由 如 下 : 由 于 了 和 几何 空间 都 是 实数 域 及 上 的 3 维 线性 空间 ， 因 此 


它们 同 构 ， 从 而 了 的 每 一 个 工 维 子 空间 与 几何 空间 中 经 过 点 0 的 直 
线 ， 即 把 O 中 的 直线 有 一 个 一 一 对 应 ,了 的 每 一 个 2 维 子 空间 与 几 
可 空间 中 经 过 点 0 的 平面 ， 即 把 0 中 的 平面 也 有 一 个 一 一 对 应 ， 并 
且 当 了 中 《aeS4B,y)， 则 (we) 对 应 的 把 0 中 的 直线 与 (8 ,7y》 对 应 的 
把 0 中 的 平面 关联 ， 于 是 ， 根 据 定 义 1.1，PG(2, 尺 ) 是 一 个 射影 平 
面 ， 称 它 为 实 射影 平面 . 

通常 我 们 把 射影 平面 中 的 直线 简称 为 线 . 

我 们 来 探索 射影 平面 PC(2, 尽 ) 的 性 质 . 

性 质 1 任 给 两 个 不 同 的 点 有 且 只 有 一 条 线 与 它们 关联 . 

证 明 设 (e)，《B) 是 PG(2, 及 ) 中 不 同 的 两 点 ， 则 w，p 线性 无 
关 ， 从 而 4a;B) 是 了 的 一 个 2 维 子 空间 ， 即 PCG(2 ,及 ) 中 的 一 条 线 . 
由 于 4ae)S《Ma;B)，(B)S(a;B)， 因 此 (ae,B) 与 (e)》，(B) 都 关联 . 

假如 PC(2, 及 ) 中 还 有 一 条 线 (y,5) 与 (ae)，(《B) 都 关联 ， 则 (ay》 
S《47y;,6)，《B) S47Y;6)， 于 是 (ae,B)》ES(7y,56》， 由 于 它们 的 维 数 相 
同 ， 因 此 4aw,B》 =《7y,6)》， 口 

性 质 2 任 给 两 条 不 同 的 线 有 且 只 有 一 个 点 与 它们 关联 . 

证 明 设 (e8),，《〈7y;,6) 是 PG(2,R) 中 两 条 不 同 的 线 ， 则 y，6 
中 至 少 有 一 个 不 属于 \a;,B)》， 不 妨 设 yE(a,B)， 则 aw，8，7 线性 无 
关 ， 从 而 4a;B,y) = 下 由 此 推出 (ee,B) +《7y,6》=Y， 从 而 

dimn((a;B)n7y;,6)) = dim(a;B)+ dim(y;,56)- dimy = 1 
于 是 \a;,B7 ny;,6) = 因此 (ae,B)，(7y,6) 都 与 人 9) 关联 ， 假 
如 Pec(2, 尽 ) 中 还 有 一 个 点 惰 ) 与 ee,B)，〈7;56) 都 关联 ， 则 (过 》G 
4a;BJmn4y,6)》 = (9)》， 从 而 人 专 )》 = 《27》. 口 

性 质 3 ”存在 四 个 不 同 的 点 ， 其 中 任意 三 点 都 不 与 一 条 线 关联 . 

证 明 在 3 维 线性 空间 了 中 取 一 个 基 aw ，aw ，aws ， 易 证 a;(;i = 
1,2,3) 与 ol +az +as 线性 无 关 ， 因 此 

《al)》， 《aa)，(a)，(al + +a》 
是 PCG(2, 妈 ) 中 四 个 不 同 的 点 . 

假如 (am 》，《o》，《as ) 与 一 条 线 (B ,7 关联 ， 则 (ww》CE(B,7y)》， 

从 而 wii=1,2,3) 可 由 B，7 线性 表 出 ， 于 是 el ，aws ，o 线性 相关 . 
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这 与 el ，as ，as 是 一 个 基 矛 盾 . 
假如 (wa )，(ao)》，〈《a +aa +as) 与 一 条 线 4B,7y) 关 联 ， 与 上 同 
理 ，a ，m ，awl + + as 线性 相关 ， 于 是 有 不 全 为 零 的 实数 所 ， 妨 ， 
ps; ， 使 得 
ja +1as +1(a tw +aoa)=0， 
即 
(1 +1)al +(1 +71)a +jaa = 0. 
由 此 得 出 
ji=0， ji=0， ji =0， 
从 而 及 = 态 = 启 =0， 了 矛盾 . 因此 (@)，(m)》，《a + Te) 不 与 一 
条 线 关联 ， 园 理 ，《o)》，〈(a)》， 《ai + aa + as) 不 与 一 条 线 关 联 ， 
(om)》，(a)》，(ai +as +as) 不 与 一 条 线 关 联 . 口 
从 PG(2, 尺 ) 的 上 述 性 质 受 到 启发 ， 我 们 抽象 出 下 述 概念 
定义 1.2 设 了 和 罗 是 两 个 不 相交 的 集合 ( 即 了 mn 罗 = 好 ) ，7S 
7x .多 , 即 7 是 了 和 . 罗 之 间 的 二 元 关系 ， 则 三 元 组 (了 , . 罗 ,7) 称 为 一 个 
关联 结构 ， 其 中 了 的 元 素 称 为 点 ，. 罗 的 元 素 称 为 区 组 . 若 (P, 多 ) E 
7， 则 称 点 已 与 区 组 . 罗 关 联 , 
今后 ， 若 点 己 与 区 组 . 罗 关 联 ， 则 采用 几何 语言 说 成 “点 了 在 区 
组 . 罗 上 ”或 “区 组 . 罗 经 过 点 已 "”. 
在 本 章 中 ， 把 关联 结构 中 的 区 组 称 为 线 . 
定义 廿 3 如 果 一 个 关联 结构 钨 = (了 ,. 罗 ,7 满足 
(1) 任 给 两 个 不 同 的 点 恰好 在 一 条 线 上 ; 
(2) 任 给 两 条 不 同 的 线 相 交 于 唯一 的 一 个 点 ; 
(3) 存在 四 个 不 同 的 点 ， 其 中 任意 三 点 都 不 在 一 条 线 上 ， 
那么 称 急 是 一 个 射影 平面 . 
由 于 PG(2, 尽 ) 具 有 性 质 1， 人 性 质 2 和 性 质 3， 因 此 PCG(2, 尼 ) 按 
照 定 义 1.3 是 一 个 射影 平面 ， 特 别 地， 几何 空 间 中 ， 对 于 所 有 经 过 
点 0 的 直线 构成 的 集合 和 所 有 经 过 点 0 的 平面 构成 的 集合 ， 若 经 过 
点 0 的 直线 /在 经 过 点 0 的 平面 7 上 ， 则 称 ! 与 关联 ， 那 么 这 个 
关联 结构 按 定义 1.3 是 一 个 射影 平面 . 所 以 几何 空间 中 把 0 按照 定 
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义 1.3 是 一 个 射影 平面 ， 于 是 ,， 若 8 按 定义 1.1 是 一 个 射影 平面 ， 
则 8 按 定义 1.3 也 是 一 个 射影 平面 . 令 后 我 们 就 采用 定义 1.3 作为 
射影 平面 的 定义 . 

与 PG(2, 尺 ) 是 射影 平面 的 理由 一 样 ， 任 给 域 了 上 的 一 个 3 维 线 
性 空间 Y， 把 了 的 工 维 子 空间 作为 点 ，2 维 子 空间 作为 线 ， 集 合 的 包 
含 关系 作为 关联 关系 ,那么 这 个 关联 结构 也 是 一 个 射影 平面 ， 记 作 
PG(2,P)， 特 别 地 ， 有 射影 平面 PE(2,C)， 其 中 C 是 复数 域 ， 称 
PG(2,C) 为 复 射 影 平 面 . 当 尺 是 有 限 域 忆 时 ， 把 PG(2, 书 ) 记 作 
PG(2,g) ， 称 它 为 有 限 射 影 平 面 . 

取 有 限 域 环 =Z。 = 10,1}| ， 其 中 0 表示 偶数 集 ，1 表示 奇数 集 . 
丈 上 的 3 维 线性 空间 了 就 取 作 

尼 ={(cla,o) ae 5 
| 到 |=8. 友 的 每 个 非 零 向 量 we 生成 一 个 1 维 子 空间 (wy》 = 10,aj ， 
因此 PG(2,2) 有 7 个 点 ， 友 的 2 维 子 空间 (w ,By 的 个 数 为 


于 是 PG(2,2) 有 7 条 线 ， 由 于 (a;,B) = 10,e,B,aw+Bli， 因 此 每 条 线 
《a;B)》 上 恰好 有 三 个 点 : (e) ，(B)，(w+B)， 任 取 ws 严 ， 把 它 扩 
充 成 到 的 一 个 基 a，B，7， 则 (ao,B)，《\a,y》，《a,B+Y) 都 是 2 维 
子 空间 ， 由 于 (ee SG(a;B)，(aS(ay)， (acSaB+7y)， 因 此 
点 (ea) 在 三 条 线 (w,B)，(a;y)，(aB+7y)》 上 ， 假 如 点 (ao 还 在 第 
四 条 线 4e, 5 上， 由 于 86=jia+18+57y， 因 此 
《(a;5)=(a1a+1B+ 717y)》=(aiB)+ay13y)》， 

从 而 (ae,56)》 =(a,B) 或 (ay 或 4a,B +7Y)， 这 证 明了 点 4a? 恰 好 在 
三 条 线 上 ， 可 以 用 图 7.4 形象 地 表现 出 PEG(2,2) 上 的 7 个 点 ,7 条 
线 ， 以 及 它们 之 间 的 关联 关系 . 

从 射影 平面 PG(2, 忆 ) 的 构造 受到 启发 ， 我 们 引出 下 述 概念 : 

定义 1 4 设 焉 是 一 个 域 ， 丈 是 域 生 上 的 m+1 维 线性 空间 ， 多 
的 所 有 子 空 间 构成 的 集合 ， 以 集合 的 包含 关系 为 序 ， 称 为 域 眉 上 的 
7 维 射影 空间 ， 记 作 PC(m, 刁 ).， 若 下 是 有 限 域 届 ， 则 记 成 PCG(Cm,9) 
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刺 的 1L 维 子 空间 称 为 点 ，2 维 子 空 
间 称 为 线 ，3 维 子 空间 称 为 平面 ， 
! 维 子 空间 称 为 超 平面 .一般 地 ， 
i+Ll 维 子 空间 称 为 上层 (z-flats). 

有 限 域 忆 上 的 半 维 射 影 空 间 
PG(nz;4) 的 点 连同 丈 的 4 维 子 空间 
作为 区 组 (gd >1) ， 并 且 用 集合 的 包 
含 关 系 作为 关联 关系 ， 形 成 一 个 关 6@ , 
联结 构 ， 记 作 PG, (n,9)， 特 别 地 ， 
PG: (2,4) 就 是 射影 平面 PC(2,9). 


1.3 点 的 齐 次 坐标 


解析 几何 的 基本 方法 是 坐标 法 ， 因 此 自然 会 想到 在 射影 平面 上 
建立 某 种 坐标 系 ， 使 得 每 个 点 都 有 坐标 .以 前 所 讲 的 仿 射 坐标 (或 直 
角 坐 标 ) 只 能 表示 射影 平面 ye 上 的 通常 点 ， 不 能 表示 无 穷 远 点 ， 因 
此 需要 把 坐标 的 概念 加 以 推广 ， 使 它 既 能 表示 通常 点 也 能 表示 无 穷 
远 点 . 

取 扩 大 的 欧 氏 平面 ro 作为 射影 平面 的 代表 为 了 给 re 上 的 每 
个 点 建立 坐标 ， 考 虑 到 Te 上 的 全 体 点 与 把 0 中 的 全体 直线 在 射影 和 
鹤 影 下 有 一 一 对 应 关系 ， 而 把 O 中 的 每 条 直线 又 由 该 直线 的 方向 完 
全 决定 ， 因 此 自然 想到 下 述 方法 : 


定义 五 5 对 于 扩大 的 欧 氏 平 
面 元 ,在 r。 上 了 到 一 个 仿 射 标 架 
[oa ,四 ] ,在 mo 外 取 一 点 0 (如 图 
7.5). 令 员 =00. 对 于 元 上 任意 
一 点 下 ,将 于 在 把 0 中 所 对 应 的 直 
线 ; 的 任 一 方向 向 量 "在 空间 仿 射 标 
架 [0id ,e ,d] 下 的 坐标 (zi ,zayzo) 
称 为 点 M 在 [0,;di ,已 ] 下 的 齐 次 仿 
人 射 坐 标 ( 简称 齐 次 坐标 ). 
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加 上 “ 齐 次 ”两 个 字 的 原因 是 : 对 于 任 一 非 零 实 数 人， 以 
(Asxi ,AxzaAz) 与 (zyxa ,23) 为 坐标 的 向 量 表示 把 0 中 同一 条 直 
线 ， 从 而 它们 表示 7。 上 的 同一 个 点 .因此 ， 若 (xi 2 2) 是 元 上 
点 1 的 齐 次 坐标 ， 那 么 (AMxzi,Axs,Axzs) (As 关 0) 也 是 点 凡 的 齐 次 坐 
标 ， 这 说 明 ，7。 上 的 每 一 个 点 开 的 齐 次 坐标 不 唯一 ， 但 是 它们 成 
比例 . 

如 果 (2 xy2) 与 (和 37, 为) 不 成 比例 ， 则 以 它们 为 坐标 的 
向 量 表示 把 0 中 不 同 的 直线 ， 从 而 它们 表示 元 上 不 同 的 点 ， 因 此 ， 
元 。 上 不 同 点 的 齐 次 坐标 不 成 比例 . 

显然 ,平面 ro 在 [03;4 ,到 ,路 ] 中 的 方程 是 z=1， 于 是 向 量 
(zi ;za 23) 与 To 平行 的 充分 必要 条 件 是 *。 =0. 由 于 元 上 通常 点 
到 对 应 于 把 0 中 与 ro 相交 的 直线 ， 因 此 它 的 齐 次 坐标 (zx ,szs)7 
中 xs 关 0. 由 于 无 穷 远 点 对 应 于 把 0 中 与 ro 平行 的 直线 ， 因 此 无 穷 
远 点 的 齐 次 坐标 必 形 如 (zi ,za ;0) ， 其 中 六 ，o 不 全 为 零 . 

现在 我 们 来 说 明 齐 次 坐标 与 仿 射 坐标 的 关系 设 点 K 是 平面 元 
上 的 通常 点 ，(x*,y7) 是 它 对 于 仿 射 标 架 [ 0,;4 , 吃 ] 的 仿 射 坐标 ， 则 
0 肪 对 于 仿 射 标 架 [ 0;d , 吧 , 心 ] 的 坐标 就 是 (*,y,1)7， 于 是 ， 点 1 
的 齐 次 坐标 (zxa ,xzs) ”与 (x,y,1) 7 成 比例 : 

(5 三 
其 中 As 关 0， 从 而 得 


Xi %2 


4% 二 一 一 二 一 


3 X3 

其 中 必 关 0. 因此 ， 通 常 点 的 齐 次 坐标 和 仿 射 坐标 可 以 互相 确定 ， 现 
在 考虑 re 上 的 无 穷 远 点 P-， 设 它 的 齐 次 坐标 为 (2 ,xz ,0)7， 这 时 
在 平面 re 上 对 于 仿 射 标 架 [ 0,;4 , 吧 ] 具 有 坐标 (*,y) = (xxa) 7 的 
向 量 显然 平行 于 P。 所 对 应 的 把 0 中 的 直线 (因为 这 条 直线 的 方向 向 
量 为 (xi ,wa ,0) ); 反 过 来 ,平面 re 上 的 每 一 个 方向 (*,y)7， 在 它 
的 两 个 坐标 *，7y 之 后 再 添上 一 个 0， 我 们 就 可 以 得 到 这 个 方向 上 的 
无 穷 远 点 P。 的 齐 次 坐标 (*,y,0) 因此， 无 穷 远 点 P。 的 齐 次 坐标 
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与 它 所 对 应 的 方向 的 仿 射 坐 标 ( 对 于 仿 射 标 架 [032 , 忆 ] ) 可 以 互相 
确定 ， 综 上 所 述 ， 我 们 看 到 ，7o 上 每 个 点 的 齐 次 坐标 由 仿 射 标 架 
[034 ,中 ] 完 全 决定 ， 而 与 点 0 的 选取 无 关 . 

有 时 我 们 把 通常 点 M 的 仿 射 坐标 (*,y) 称 为 它 的 非 齐 次 坐标 . 


1.4 直线 的 齐 次 坐标 方程 


To 上 每 个 点 都 有 齐 次 坐标 ， 从 而 To 上 每 条 直线 就 可 以 用 关于 
齐 次 坐标 办 ，x: ，xs 的 方程 来 表示 . 

考虑 To 上 的 一 条 直线 4B8， 设 4,， 已 在 [0;9 , 吕 ] 中 的 齐 次 坐标 
分 别 为 (aaa ,as) ，( 记 ,六 0) ， 又 设 4, 玫 分 别 对 应 于 把 0 中 的 
直线 轴 , 六 ， 则 在 [0;a ,加 ] 中 坐标 为 (ol ,as as) ，( 呈 0 53) 7 
的 向 量 上 ， 肠 分别 为 册 ,的 方向 向 量 ， 设 To 上 任 一 点 戏 的 齐 次 淮 
标 为 (xs ,zxza) ， 则 玉 所 对 应 的 把 0 中 的 直线 0 的 一 个 方向 向 量 mm 
的 仿 射 坐 标 为 (xi ,xs ,xs ) 

点 M(zi za xs) 在 直线 48 上 的 充分 必要 条 件 是 把 0 中 的 直线 
im 在 站 ,5 决定 的 平面 上 ， 于 是 mm，za， 了 纪 共 面 ， 从 而 

Xi = Aal 二 KKD， 


Xa = 人 ay。 十 作 D，， 《1.1) 
x3 = 人 aa 十 内 D3 ， 
其 中 ,人 是 不 全 为 零 的 实数 ， 或 者 


Xi Cl 


即 
71X%1+ 72X2+ 0323 = 0， (1.2) 
其 中 
5 2 Cl 
人 


由 于 4， 如 是 不 同 的 两 点 ， 因 此 (ao,a) 与 ( 训 ,2,5) 不 成 比 
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例 ， 从 而 思 ) ，7 ，73 不 全 为 零 . 这 说 明 ， 直 线 4B 的 齐 次 坐标 方程 
(1.2) 是 三 元 一 次 齐 次 方程 ， 反 过 来 ， 任 意 一 个 三 元 一 次 齐 次 方程 都 
表示 射影 平面 上 的 一 条 直线 .这 也 是 容易 证 明 的 . 

(1.1) 式 称 为 直线 48 的 齐 次 坐标 参数 方程 . 

由 于 无 穷 远 直线 是 由 所 有 无 穷 远 点 组 成 的 ， 而 无 穷 远 点 的 齐 次 
坐标 都 形 如 (xz, ,xs ,0)7， 因 此 无 穷 远 直 线 的 方程 为 xs =0. 而 射影 直 
线 的 齐 次 方程 中 岂 ，z 的 系数 一 定 不 全 为 零 . 


从 上 面 的 推导 过 程 还 看 到 
(1) 元 上 三 点 4(a yoyoa)7，B(Db0) ，C(ccc) 共 
线 的 充分 必要 条 件 是 
本 0 
ca， bc | = 0. 


0 0 cs 

(2) 齐 次 方程 由 xl +HMaxza +H3xa =0 与 IIXi +?a2xa 十 713xX3 =0 雪 
示 元 上 的 同一 条 直线 (对 应 于 把 0 中 的 同一 个 平面 ) 的 充分 必要 条 
件 是 (wa ss) 与 (7ima，73) 成 比例 ， 因 此 ， 我 们 可 以 把 齐 次 方 
程 的 系数 (i ,yz,7s) 看 成 直线 的 坐标 ， 叫 做 直线 的 齐 次 坐标 ， 显 
然 ， 无 穷 远 直线 的 齐 次 坐标 为 (0,0,1) ; 射影 直线 的 齐 次 坐标 形 如 
(sa03)7， 其 中 略 ，72 不 全 为 零 ， 容易 看 出 ， 同 一 条 直线 的 齐 
次 坐标 不 唯一 ， 但 它们 成 比例 ; 不 同 直线 的 齐 次 坐标 不 成 比例 . 

既然 直线 也 有 齐 次 坐标 ， 因 此 从 齐 次 坐标 来 看 ， 射 影 平 面 上 的 
点 和 直线 的 地 位 是 对 等 的 ， 点 和 直线 对 于 关联 关系 而 言 也 是 对 等 的 : 
点 (2 ,za ,ss) 7 与 直线 (7 ,ya ,73) 关联 的 充分 必要 条 件 是 

mT1Xi+ 2%2++ 232X3 = 0. 

因此 ， 对 于 固定 的 直线 (, ,7s ,7 ) ， 方 程 (1.2) 是 此 直线 上 的 全 体 
的 点 所 适合 的 方程 ， 称 为 直线 的 点 方程 . 

由 于 直线 (7 ,ma ,3 ) 与 点 (zzza) 关联 的 充分 必要 条 件 
也 是 (1.2) ， 因 此 ， 对 于 固定 的 点 (xi,xa,xs) ， 方 程 (1.2) 是 与 点 
(xxa yx) 关联 的 全 体 直线 所 适合 的 方程 ， 称 为 点 的 线 方程 . 
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从 上 面 的 讨论 可 以 看 到 ， 在 射影 平面 上 ， 基 本 的 几何 元 素 是 点 
和 直线 ， 基 本 的 关系 是 关联 关系 ， 点 和 直线 在 射影 平面 上 的 地 位 是 
对 称 的 . 


习 题 7. 工 


1. 设 扩 大 的 欧 氏 平面 Te 上 两 点 4， 8 的 齐 次 坐标 分 别 是 
(3, -1,2) ,(2,0,1) ， 求 : 

(1) 直线 4B 的 齐 次 坐标 方程 ; 

(2) 直线 48 上 的 无 穷 远 点 的 齐 次 坐标 . 

2. 证 明 扩 大 的 欧 氏 平面 7 上 的 下 列 三 条 直线 共 点 ， 并 且 求 该 
点 的 齐 次 坐标 

x+ =0，2xi-x% +3z=0，5xi+2x+3x = 0. 

3. 在 扩大 的 欧 氏 平面 Te 上 ， 给 出 了 ze 的 欧 氏 直线 的 仿 射 坐 标 
方程 ， 求 由 它 确定 的 射影 直线 的 齐 次 坐标 方程 ， 并 且 求 出 射影 直线 
上 面 的 无 穷 远 点 : 


(1)x%x+2y-1=0; (2) “=0; 

(3) yY=1; (4) 3x -27y = 0. 

4. 在 PG(2,R) 上 ， 设 直线 让，2， 六 ，4 的 方程 依次 是 
xi-%=0， x+x=0，2xi+%-% ==0，xX%i+%+2x3 = 0， 


又 设 六 与 六 的 交点 为 4, 六 与 2 的 交点 为 了 ， 求 直线 4B 的 方程 . 

5 取 一 个 球面 ， 用 经 过 球 心 的 一 个 平面 截 它 ， 取 其 中 一 个 半 
球面 ， 把 这 个 半球 面 上 的 每 个 点 垂直 投影 到 平面 7 上 ， 得 到 一 个 贺 
盘 ， 若 投影 点 在 圆 盘 内 部 ， 则 把 这 个 投影 点 看 成 一 个 “点 ”; 若 投影 
点 在 圆 盘 的 边界 圆 上 ， 则 把 圆 的 直径 的 两 个 端点 看 成 一 个 “点 ”. 半 
球面 上 的 大 半圆 的 投影 点 组 成 的 半 椭 圆 或 直径 看 成 "直线 ”证明 : 
这 样 的 圆 盘 是 一 个 实 射影 平面 . 


8$2 射影 平面 上 的 对 偶 原理 


从 上 一 节 我 们 已 初步 看 到 ， 射 影 平 面 上 点 和 直线 的 地 位 是 对 称 
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的 .本 节 我 们 来 进一步 讨论 这 个 问题 . 
设 p( 点 , 线 ) 是 关于 射影 平面 上 一 些 点 和 一 些 直线 的 关联 关系 的 
一 个 命 古 ， 那 么 把 此 命题 中 的 点 都 改写 成 线 ， 把 线 都 改写 成 点 ， 并 


是 保 持 关 联 关系 不 变 以 及 其 他 一 切 表 述 不 变 ， 


则 得 到 的 命题 


o( 线 ,点 ) 称 为 原 命题 p( 点 , 线 ) 的 对 偶合 题 ， 下 面 我 们 列举 一 些 命 


题 和 它 的 对 偶 命 题 : 


原 命 题 


对 偶 命题 


(1) 射影 平面 上 三 点 共 线 的 
充分 必要 条 件 是 它们 的 齐 次 坐标 
组 成 的 3 阶 行列 式 等 于 零 . 

(2) 射影 平面 上 ， 若 三 点 已 ， 
已 ，P: 不 共 线 , 则 三 线 已 P,， 
疡 Ps 》 PP 不 共 点 . 

(3) 德 沙 格 ( Desargues ) 定 
理 : 射影 平面 上 ， 如 果 两 个 三 角 
形 的 对 应 顶点 的 连 线 共 点 ， 那 么 
它们 的 对 应 边 的 交点 共 线 . 

(4) 直线 (看 成 点 列 ) 的 点 
方程 是 三 元 一 次 齐 次 方程 . 


(1) ”射影 平面 上 三 线 共 点 
的 充分 必要 条 件 是 它们 的 齐 次 
坐标 组 成 的 3 阶 行列 式 等 于 零 . 

(2) ”射影 平面 上 ， 乔 三 线 
Pi ，p ，P3 不 共 点 ， 则 三 点 Pip， 
P2pa，P3Pi 不 共 线 . 

(3)' 德 沙 格 定理 的 逆 定 
理 : 射影 平面 上 ， 如 果 两 个 三 
角形 的 对 应 边 的 交点 共 线 ， 那 
么 它们 的 对 应 顶点 的 连 线 共 点 . 

(4) “点 (看 成 线束 ) 的 线 方 
程 是 三 元 一 次 齐 次 方程 


对 射影 平面 上 的 每 个 命 古 p( 点 , 线 ) 与 它 的 对 偶 命 题 p( 线 ,点 )， 


有 下 述 重要 的 性 质 : 
射影 平面 上 的 对 偶 原理 ”射影 平面 上 ， 如 果 一 个 命题 o( 点 , 线 ) 


可 以 证 明 是 一 条 定理 ， 则 它 的 对 偶 


定理 . 


命题 p( 线 ,点 ) 也 可 以 证 明 是 一 条 


证 明 在 射影 平面 上 取 一 坐标 系 ， 把 命 古 p( 点 , 线 ) 的 证 明 用 齐 
次 坐标 写 出 来 ， 在 这 个 证 明 中 ， 把 点 的 齐 次 坐标 都 看 作 线 的 齐 次 坐 
标 ， 把 线 的 齐 次 坐标 都 看 作 点 的 齐 次 坐标 ， 所 有 的 表示 关联 关系 的 
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方程 没有 任何 改变 ， 仍 然 成 立 ， 但 最 后 的 结论 变 成 p( 线 ,点 ) ， 于 是 
就 得 到 了 命题 p( 线 ,点 ) 的 证 明 . 

根据 射影 平面 上 的 对 偶 原 理 ， 我 们 
只 要 证 明了 一 个 命题 p( 点 , 线 ) 成 立 ， 那 过 
么 它 的 对 偶 命 题 p( 线 ,点 ) 就 必然 成 立 ， AR 
璧 如 ， 我 们 已 经 证 明 过 上 述 表 中 的 命题 7 
(1) 成 立 ， 于 是 我 们 肯定 它 的 对 偶 命 题 人 4 
(1) /也 成 立 . 

德 沙 格 叙述 了 一 个 基本 定理 ， 现 在 
称 之 为 德 沙 格 定理 : 设 有 点 刀 和 和 A4BC， 
如 图 7.6 所 示 ， 在 以 也 为 中 心 的 中 心 投 R 
影 下 ，A4BC 的 像 为 A4'BC'， 则 这 两 图 7.6 
个 三 角形 的 对 应 边 的 交点 共 线 .下 面 我 
们 来 证 明 德 沙 格 定理 成 立 ， 从 而 它 的 逆 定 理 ( 对 偶 命题 ) 也 必然 成 立 . 

德 沙 格 定理 ”射影 平面 上 ， 如 果 两 个 三 角形 的 对 应 顶点 的 连 线 
共 点 ,那么 它们 的 对 应 边 的 交点 共 线 . 

证 明 设 A4BC 与 A4'B'C' 的 对 应 顶点 的 连 线 44'，BB'，CC' 
相交 于 一 点 也. 

情形 1 如 果 4 与 4 重合 , 则 4B 与 4B' 交 于 4 (4') ，4C 与 
4C' 交 于 4 (4'). 设 BC 与 BC' 交 于 及 ， 则 显然 4，4，R 共 线 . 

同 理 ， 如 果 了 与 B' 重合 ,或 者 C 与 C' 重合 ， 则 结论 显然 成 立 ， 

情形 2 任 一 组 对 应 顶点 不 重合 ， 在 射影 平面 上 取 定 一 个 坐 
标 系 ， 设 各 点 的 齐 次 坐标 分 别 为 4(am;,o)，B(D 呈 ,55 六 ， 
尼 ( ,CC ) 到 人 人 5 三 ss oo)7， B (D 5，D 2， 六 ， 这 和 
D(d,,d, ,d:) 

根据 直线 的 齐 次 坐标 参数 方程 可 知 ， 因 为 点 忆 在 直线 44' 上 ， 所 
以 存在 不 全 为 零 的 实数 入 ，A'， 使 得 


浊 
dd Q1 Cl 
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同 理 ， 存 在 不 全 为 零 的 实数 由， 人 ' 和 >，z， 使 得 
di= HAD+HNOI，TI=1),2;3， 


各 办 
di= zci+zci，7I=1,2),3. 


Aai +Aal= NT+NOI= zc+tzpci II=123， (2.1) 
从 而 有 
Aai -AD =-Aai+HNO = Pi 1 = 1)2，,3. 《2.2) 
由 (2.2) 式 看 出 ， 齐 次 坐标 为 (P ,Pa;P3) 的 点 己 既 在 直线 48 上 ， 又 
在 直线 4'B8' 上 .因此 已 是 4B8 和 4'B8' 的 交点 ， 
类 伏地， 由 (2. 1) 式 可 得 
-Aai+z=Aai-zcl=:q 711=1,2),3; (2.3) 
Hb; -ci= 一 NOi+Dci=:rm，1 = 1,2,3. (2.4) 
从 (2.3) 式 和 (2.4) 式 分 别 看 出 ， 齐 次 坐标 为 (qq ,4 ) 的 点 O 是 
4C 与 4'6' 的 交点 ， 齐 次 坐标 为 (mm,m) 的 点 尺 是 BC 与 BC 的 
交点 ， 从 (2.2) 式 ，(2.3) 式 和 (2.4) 式 可 得 
pi+di+rr=0， II=1,2,;3， 


即 
广 pi f9， 
”|=-|P | 一 |9 |， 
3 Da/ Nga 
所 以 忆 ，@, 民 三 点 共 线 . 口 
习 题 7.2 


1. 证 明 : 射影 平面 上 ， 若 已 ， 已 ，P, 三 点 不 共 线 ， 则 PP,， 
PP,，P,P, 三 线 不 共 点 . 

2. 设 命 题 p( 点 , 线 ) 为 : 在 射影 平面 上 ，4，B8，C 和 4， 了， 
C ' 分 别 是 直线 和 1 上 的 三 个 点 ， 并 且 均 与 吕 和 六 的 交点 也 不 重 
合 ， 设 4B8 与 4 呈 交 于 点 已 ， BC 与 有 BC 交 于 点 0Q0，C4 与 C4 交 于 点 
及 ， 则 已 ，0@,， 玉 三 点 共 线 ， 试 写 出 这 个 命题 的 对 偶 命 题 p( 线 ,点 ). 
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3. 设 射影 平面 上 直线 上 的 齐 次 坐标 为 
(mms)70i=1,2,3)， 并且， 证 AN 
明 : 4， 72， 5 共 点 的 充分 必要 条 件 是 ， 存 
在 不 全 为 零 的 实数 和 从， 使 得 

935 = AU7 二 HT， 天 二 7253， 

“4. 设 玉 是 欧 氏 平面 re 上 的 一 点 ， 记 
和 妃 是 r。 上 的 两 条 直线 ， 它 们 相交 于 一 个 
不 可 到 达 的 点 W (非常 远 或 被 物体 阻隔 ) ， 图 7 7 
试用 直 尺 作 经 过 点 戏 和 N 的 直线 (如 图 7.7). 


8$3 交 比 


我 们 知道 ， 在 中 心 投影 下 线段 的 分 比 是 会 改变 的 ， 本 节 讨 论 射 
影 平面 上 共 线 四 点 的 交 比 ， 它 经 过 中 心 投影 后 保持 不 变 . 


3.1 交 比 的 定义 和 性 质 


设 4，B，C 是 射影 平面 了。 上 共 线 的 三 点 ，4， 了 为 通常 点 ，C 
x 8 首先， 我们 将 线段 的 定 比分 点 C 推广 到 C 可 以 为 无 穷 远 点 的 
情形 ， 若 点 C 是 通常 点 ， 且 满足 4C =A CC 及 ， 则 称 点 C 分 线段 48 成 
定 比 ， 把 欠 记 作 (4,B,C)， 用 ee 表示 与 饭 同 向 的 单位 向 量 ， 则 
了 =we， 称 凡是 线段 4C 的 代数 长 ， 就 用 4C 表示 ， 同 理 ， 用 CB 表 
示 线 段 CB 的 代数 长 ， 于 是 


4C 
(4;B,C)= (3.1) 


当 C 为 无 穷 远 点 时 ， 规 定 (4,B,C)= -1 然后 ， 我 们 来 定义 re 上 共 
线 四 点 的 交 比 ， 

定义 3.1 设 4,，B，C，DD 为 射影 平面 To 上 共 线 的 四 点 ，4， 了 
为 通常 点 ，4 关 及 ，C< 了 ,也 拓 4,B. 将 (4,B,C) 与 (4,B,D) 的 比值 
称 为 4，B，C ,也 的 交 比 ， 记 作 (4,B;C,D) ， 即 
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(4;B,C) 4CHD 4C .DB 
(4,B,D) ”CEB/DB ”6CB 全 ' 


若 4，B3，C 各 不 相同 ， 则 规定 : 当 忆 = 中 时 ，(4,B;C,D)=0. 

有 时 也 把 交 比 称 为 二 重 比 . 

我 们 也 可 以 给 射影 平面 上 共 ee 设 ) ， 
/2 ， /3 ， /4 是 经 经 过 点 O 的 四 条 直线 ， 岂 关 六 任 取 一 条 不 过 点 0 的 
直线 7， 设 ! 与 站 相交 于 4， (2 =1,2,3,4)， 如 图 7. 人 如 果 
(4 ,42;4: ,44) 有 定义 ， 我 们 就 规定 共 点 四 线 ),，0，/. 的 交 比 为 

(汉人 ):= (4 ,44 4). (3.3) 

但 是 要 证 明 这 个 定义 是 有 意义 的 ， 即 这 样 定义 的 交 比 与 直线 ! ( 称 为 截 
线 ) 的 选取 无 关 ， 为 此 ,在 re 上 取 定 一 个 仿 射 标 架 [0j;d, ,da, ] ， 设 直 
线 的 齐 次 坐标 为 (7a ma ) ， 点 4; 的 齐 次 坐标 为 (an ,ais ai) ， 
1i=1,2,3,4， 因为 由 关 2， 根 据 三 线 共 点 的 条 件 ( 见 习题 7.2 第 3 
题 ) ， 得 


(4,B;C,D) := (3.2) 


75 = Ai77 十 Ai7727， 
74 二 人 2 办 
在 仿 射 坐标 系 中 ， 若 点 Mi (xi 为) 与 Mi (xm 入) 的 连 线 与 直线 
4x +By+C=0 的 交点 为 改 ， 则 
MiM 4x+By +C 
71h， 4xa 十 By +TC- 


= 1,2 ,3. 


因此 ， 我 们 得 到 


CH Cl12 Qi Qi 
731 一 二 73 一 十 3733 Ta 一 十 7 一 二 723 
414 四 Ci13 Ci3 二 CI13 CQ13 
rr 2 ?7 
4542 Co2i C22 从 Q21 CQ22 
31 一 二 73 一 十 7733 170 一 十 97p 一 十 0113 
CQ23 C23 0Q23 223 


44 21 921 0 7722 0 723 
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44，4i4 
(0 人 ) = (4 ,42;43 ,44) = 1 
- ia = 算 / 外 (3.4) 
Ai Ha 从 


由 此 可 见 ， 这 样 定义 的 共 点 四 线 的 交 比 只 与 这 四 条 直线 的 相互 位 置 
有 关 ， 而 与 截 线 ! 的 选取 无 关 . 


如 图 7.8 所 示 ， 在 以 0 为 中 心 的 中 心 投影 下 ， 设 /的 像 为 了 
与 六 的 交点 为 4 (=1;2,3,4) ， 则 在 这 个 中 心 投影 下 ，4, 的 像 为 4 
(=1,2,3,4)， 根据 上 面 证 明 的 共 点 四 线 的 交 比 与 截 线 的 选取 无 
关 ， 得 

(4 ,44 4) = (70230504)= (4142 43 ,44). 

因此 在 中 心 投影 下 交 比 保持 不 变 . 

由 于 中 心 投 影 可 以 分 解 成 射影 和 截 影 两 个 步骤 ， 因 此 交 比 在 射 
影 和 鹤 影 下 保持 不 变 ， 由 此 可 以 推广 前 面 所 述 的 交 比 的 定义 ， 免 除 
前 面 定义 交 比 时 所 加 上 的 某 些 元 素 不 能 是 无 穷 远 元 素 的 限制 ， 共 线 
四 点 4，B，C,，D，,， 若 4，B，5C 各 不 相同 ， 并 且 呈 关 4， 则 可 以 把 它 
们 的 交 比 (4,B;C,D) 规 定 为 它们 在 某 个 点 O0 上 的 射影 04，0B， 
0C，0D 的 交 比 ; 共 点 四 线 站 ,252，5，1， 若 )，25，5 各 不 相同 ， 
并 且 环 关 二 ， 则 可 以 把 它们 的 交 比 (5 ,25 ,2 ) 规 定 为 它们 在 某 条 直 
线 ! 上 的 截 影 P ，P ，P ，P 的 交 比 .这样 规定 的 交 比 仍然 包含 前 
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面 的 定义 作为 特例 ， 并 且 具 有 性 质 : 交 比 在 上 述 射影 和 截 影 下 保持 
不 变 . 这 样 一 来 ， 我 们 在 讨论 交 比 的 性 质 时 ， 总 可 以 假设 它们 是 共 线 
的 四 个 通常 点 的 交 比 ， 人 线 的 四 个 点 中 有 无 穷 远 点 ， 我 们 总 
可 以 经 过 射影 和 截 影 把 它们 变 成 共 线 的 四 个 通常 点 (如 图 7.9). 


我 们 已 经 会 用 直线 的 齐 次 坐标 计算 共 点 四 线 的 交 比 ( 见 公 式 
《3.4))， 现 线 四 点 的 交 比 ， 

定理 3.1 设 4， 838，C，, 嘱 是 射影 平面 Te 上 的 共 线 四 点 ， 其 中 
4,， 中 ，C 各 不 相同 ， 并 且 刀 < 关 4， 又 设 4，B8，C，DD 的 齐 次 坐标 分 别 
为 (ao 0) (0 0) (ceo) (dd ,di)7， 并 且 


ci = Aiai 二 NO， 1 = aai+Hab， 1 = 1,2,3， 
则 
人 /从 
(4,B;C,D) = 一 / 一. (3.5) 
Ha HI 


证 明 在 直线 48 外 任 取 一 点 已 ， 设 它 的 齐 次 坐标 为 (pl ,p, ,Di)， 
则 连 线 Ph4，PB，PC，PD 的 齐 次 坐标 依次 为 


Pas PE oil| |p ai 
( 旺 | -| 大 : 本 | | 壤 加 下 
pb PE 人 | |P 号 
人 夺 | 枉 7“ 商 | 剑 |: 


本 Pi Aiai +Nipi i 人 11 + Hipi 


|， 


| Pa Aiaa +HMipa 


Da 人 03 十 NID3 Pa Aias + iD3 PP Aiaa + HipD， 
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Pi Aazai 十 凡 azDi Pi Azai + Napi 


Pa Ada3 十 几 zD3 


DAaaa 十 几 zDa 


3 


Da 人 aas 十 Nap3 DAaa? 二 Naba 


显然 ， 有 
Pa Aiaa + Nba Pa 02 P pb 
可 十 风 i 
Pa Ai1G3 十 ID3 Pa 03 D3 3 
等 等 ， 于 是 由 (3.4) 式 得 
A /人 
(4,B;C,D) = (P4,PB;PC,PD) = 全 /全 站 
Ha Hi 


共 线 四 点 的 交 比 还 可 以 通过 另 一 种 形式 来 计算 . 

定理 3.2 设 4，B，C,， 嘱 是 射影 平面 r。 上 的 共 线 四 点 ， 基 中 
4， 刀 ,5C 各 不 相同 ， 并 且 了 <4.， 在 此 直线 上 取 两 点 已 ，0， 设 它们 
的 齐 次 坐标 分 别 为 (pi ,Ps ,ps ) ， (9 9 ,43) ， 又 设 4,， 刀 ，C， 嘱 的 齐 
次 坐标 分 别 为 (oa ,as ) ，( 店 20) ，(ccc) ，(d dd) ， 
并 且 


ai = APDi TH 有 = APi 二 Nagi， 


访 三 人 .35 
ci= AspDi 二 Hg di= 4Di 二 Ngi 
则 
人 人 3 六 
HA | mm 区 
(人生 本 (3.6) 
人 下 人 3 
HI HK4 Ha 3 


证 明 因为 点 4 与 已 不 同 ， 所 以 (AAA ) 与 (As,Aa) 不 成 比例 ， 
从 而 


从 
| 
Az 人 a 
由 已 知 有 ai =AlDiTHAgi， Di = AazPpi 十 凡 az9i (=1;2,3)， 所 以 
Qi 入 
| 
4 Da 四 Az 2 


从 而 
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Ni 
0 Ha 


A3 
AsPi 二 Ma39i = 本 


RN 
持 


)， 忆 


i = 1 ,2 ,3. 


于 


d [ (As AaHs ) ai 呈 (AiHa 王 AsAi ) Di] 


类 似 地 ， 有 
d 7 [ (As -AH ) ai 二 (Ai -Ai ) Di ] ，71=1,2,3. 


丰 5 三 
所 以 
(4 BC 万 ) 王 GT(AL 上 2 d (As 二 入 zs ) 
ee dr (AN Ai ) L (AiHNs3 AsHi ) 
人 A3 人 A4 
HI 3 Ha 多 
三 口 
人 A4 人 人 3; 
HE HK4 Ha 3 


从 定理 3. 2 不 难得 出 交 比 的 下 列 性 质 : 
(1) (CD54,B)= (4 BiCD)=(B,4;D,C); 
(2) 若 刀 与 有 也 不 同 ， 则 有 


工 
(B,4;CD) = 0 (4,B;DD,C) 


(3) (4,C3B,D)=1-(4,B3;C)D). 

不 难看 出 ， 对 于 共 点 四 线 的 交 比 ， 也 有 类 似 于 定理 3.2 的 计算 
公式 和 上 述 三 条 性 质 . 

共 点 四 线 的 交 比 还 有 一 条 重要 性 质 : 设 0 是 7 上 的 通常 点 ， 
1 ，25， 六 ,1 是 共 点 于 0 的 四 条 不 同 的 直线 ， 用 人 ,0 表示 直线 


绕 0 转 到 六 的 角度 ， 则 有 
sin(1 7》 /1 sin 7》 
(0 75230504) = sm 友人) 7 (3.7) 


这 个 公式 的 证 明 留 给 读者 (见习 题 7.3 第 8 题 ). 
3.2 ”调和 点 列 与 调和 线束 
交 比 为 -1 的 情形 是 一 种 重要 的 情形 . 
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定义 3.2 射影 平面 上 共 线 四 点 4，B，C，， 如 果 满 足 交 比 
(4,B;C,D)= -1， 则 称 它们 是 调和 点 列 ， 其 中 点 也 称 为 4，B，C 的 
第 四 调和 点 ， 并 且 称 点 也 是 点 C 关于 点 偶 4， 的 调和 共 斩 点 

由 于 
= 
(4;B;C))” 

所 以 若 点 了 是 点 C 关于 点 偶 4，B 的 调和 共 轰 点 ， 则 点 C 也 是 点 万 
关于 点 偶 4，8 的 调和 共 斩 点 .这 时 称 C,， 刀 关于 4，B 调和 共 斩 . 

由 于 (C,Di4,B)= (4,B;C,D)， 因 此 如 果 C,，D 关于 4，B 调和 
共 生 ， 则 4，83 关于 C，D 调和 共 斩 ， 此 时 称 点 偶 C，DD 与 点 偶 4， 了 3 
彼此 调和 分 割 . 

由 于 中 心 投影 保持 交 比 不 变 ， 因 此 中 心 投影 把 调和 点 列 映 成 调 
和 点 列 ， 

由 交 比 的 定义 以 及 交 比 在 射影 和 截 影 下 的 不 变性 可 以 看 出 ， 任 
给 共 线 的 三 个 不 同 点 4，B，C， 它 们 的 第 四 调和 点 一 定 存在 ， 并 且 
是 唯一 的 . 

设 4，B38，C 是 元 上 共 线 的 三 个 通常 点 ， 如 果 C 是 线段 48 的 中 
点 ， 则 从 (4,B;C,D)= -1 可 以 推出 忆 为 直线 4B 上 的 无 穷 远 点 ， 这 
说 明 ， 线 段 48 的 中 点 C 关 于 4，B 调和 共 纯 的 点 是 直线 48 上 的 无 
穷 远 点 ， 从 而 直线 48 上 的 无 穷 远 点 关于 4，8 的 调和 共 箔 点 是 线段 
48 的 中 点 ( 注 : 所 谓 的 线段 48 指 的 是 直线 48 上 4 与 了 之 间 的 不 含 
无 穷 远 点 的 那 一 部 分 ). 

类 似 地 ， 共 点 四 线 六 ,2 ,六 ,用 ， 如 果 满 足 
(320)= 一 1， 

则 称 它们 是 调和 线束 ， 其 中 必 称 为 站 , 岂 ，7 的 第 四 调和 线 

同样 ， 任 给 共 点 的 三 条 不 同 的 直线 ， 它 们 的 第 四 调和 线 存在 ， 
并 且 唯 一 . 

设 0 是 元 上 的 通常 点 , 站 ,2 ，，/ 是 经 过 点 0 的 四 条 不 同 的 
直线 ， 如 果 凡 是 六 与 六 所 夹 的 一 个 角 的 角 平 分 线 ， 并 且 ( 光 沁 光 ) 
= -1， 则 由 公式 (3.7) 可 以 得 出 玉 是 到 与 六 所 夹 的 另 一 个 角 的 角 平 


(4,BiD,C) = 
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分 线 ( 如 图 7.10). 这 说 明 ,， 与 2 所 夹 的 两 个 角 的 角 平 分 线 关 于 
0 ，2 调和 共 斩 . 


图 7.10 


任 给 共 线 的 三 个 通常 点 4，B，C， 它 们 的 第 四 调和 点 可 以 按 下 
述 步 又 作出 : 

在 直线 48 外 任 取 一 点 $， 连 接 94，3SB ，SC， 在 直线 SC 上 取 一 
点 C(s<sC,S)， 连 接 46， 它 与 SB 交 于 卫 ， 连 搂 BC， 它 与 84 交 于 
,， 则 三 与 4B 的 交点 了 就 是 4，B，C 的 第 四 调和 点 (如 图 7. 11) 


图 7.11 


证 明 设 王 与 SC 的 交点 为 及 先后 考虑 以 $ 为 中 心 的 线束 和 
以 G 为 中 心 的 线束 可 以 得 出 
(4,B;iC, 丰 ) = (S4,SB;SC,SD) = (下 ,五 ;万 万) ， 
(下 ,五 ; 瑟 , 忆 ) = (6GF GE; CCD) = (也 ,4;C 站 ) ， 
从 而 (4,B;C,D)=(B,4;C,D)， 再 用 交 比 的 性 质 (2)， 可 得 到 
(4,B;C,D)2 =1. 假如 (4,B;C,D)=1， 则 得 (4,C;B8,D)=0， 从 而 
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(4,C,8)=0. 于 是 4 = 这 与 已 知 了 矛盾 .所 以 必 有 (4,B;C,D)= -1， 
从 而 九 是 4， 中 ，C 的 第 四 调和 点 . 口 


习 题 7.3 


1 在 射影 平面 Te 上 ， 设 共 线 三 点 4，B8，C 的 齐 次 坐标 分 别 为 
(1,2,5) ，(1;0,3) ，(-1,2, -1)7， 在 直线 4B 上 求 一 点 也， 使 得 
交 比 (4,B;C,D)=5. 

2. 在 射 最 影 平面 r。 上 ， 设 三 点 4，8，5C 的 齐 次 坐标 分 别 为 
(1,4,1) (0;,1,1) ，(2,3,， -3)7,， 证 明 4，B，C 三 点 共 线 ， 并 且 
求 此 直线 上 的 一 点 忆 ， 使 得 (4,B;C,D)= -4. 

3. 在 射影 平面 Ye 上 ， 给 了 共 线 的 四 个 通常 点 的 仿 射 坐标 
4(2, -4) ,B(-4,5) ，C(4,， -7) ，D(0, -1)7， 求 它们 的 交 比 
(4,B;C,D)， 

4. 在 射影 平面 7e 上， 设 共 上 只 于 0 的 三 条 直线 /1，1， 5 的 齐 次 
坐标 分 别 为 (-1,0,2) ，(3,1, -2) ，(1,1,2) ， 求 经 过 0 的 一 条 
直线 1 ， 使 得 交 比 (0 20,0)= -3. 

5. 在 射影 平面 To 上 ， 设 五 个 点 PP，4，B8，C，D 的 齐 次 坐标 分 
别 为 (3, -3,1) ，(1;0;0)7，(0;,1;0)7，(0;,0,1)7，(1,， -11)7， 
求 直 线 P4，PB，PC，PD 的 交 比 . 

6. 设 4，B8，C，D, 五 是 共 线 的 五 点 ， 并 且 两 两 不 同 ， 证 明 : 

(4,BiC,D). (4,B;iD,B) = (4,B;C, 厂 ). 

7. 用 交 比 (4,B;C,D) 表 达 4，B8，C,，DD 四 点 按 任何 其 他 顺序 所 
取 的 交 比 , 

8. 设 0 是 射影 平面 Te 上 的 通常 点 ,1 ，7，15，/ 是 共 点 于 0 
的 四 条 不 同 的 直线 ， 用 《2 表示 直线 六 绕 0 逆 时 针 转 到 的 角度 ， 
证 明 : 


sinG0 3》 sin《7 ,7 》 
4 sin(7 7》 
9. 若 ), /15，/ 是 射影 平面 元 上 的 调和 线 东 ， 并 且 记 与 忆 
互相 垂直 ,证 明 : 5 是 站 与 2 的 夹 角 的 角 平 分 线 . 
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10. 证 明 : 在 欧 氏 平面 ro 上 ， 已 给 一 个 圆 上 任意 四 个 不 同 的 国 
定点 4 ，4.，4;，44.， 则 它们 到 圆 上 任意 第 五 点 忆 的 连 线 的 交 比 
(P4, ,P4;;P4: ,P4,) 是 常数 ， 与 忆 在 圆 上 的 位 置 无 关 . 
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4.1 点 的 射影 坐标 


在 $1 中 ,我 们 在 扩大 的 欧 氏 平面 元 上 定义 点 的 齐 次 坐标 时 ， 
用 了 欧 氏 平面 r。 上 的 仿 射 标 架 [ 0, ;io ,@ ]， 我 们 自然 希望 能 够 直接 
用 射影 平面 元 上 的 元 素 (“ 点 ”) 作为 标 架 ， 也 就 是 说 ， 要 在 射影 平 
面 才 。 上 建立 射影 坐标 系 . 

为 了 回答 上 述 问题 ， 我 们 先 从 把 0 这 个 模型 来 看 .上述 问 题 就 
变 成 能 不 能 用 把 0 中 的 直线 (这 就 是 “点 ”) 作为 标 架 建立 射影 坐 
标 系 ? 我 们 已 经 知道 ， 把 0 中 的 直线 /完全 被 它 的 方向 向 量 所 决定 ， 
但 是 方向 向 量 可 以 相差 一 个 非 零 倍数 .基于 这 一 事实 ， 我 们 分 两 步 
来 回答 上 述 问题 . 

首先 ， 我 们 在 把 0 中 取 一 个 仿 射 标 架 [0;4 ,@ ,加 ]， 这 时 把 0 
中 的 每 一 条 直线 7 的 方向 向 量 在 这 个 仿 射 标 架 下 就 有 仿 射 坐标 
(xi za yz) 我们 自然 会 想到 就 可 以 将 (zx ,za ,ss ) 称 为 直线 ! 的 坐 
标 ， 这 种 坐标 可 以 相差 一 个 非 零 倍 数 . 这 说 明 : 只 要 在 把 0 中 取 定 
一 个 仿 射 标 架 ， 那 么 把 0 中 的 每 条 直线 就 都 有 了 坐标 . 但 是 我 们 的 
目的 是 要 以 把 0 中 的 直线 作为 标 架 ， 因 此 我们 要 进一步 分 析 : 在 把 
0 中 取 定 一 个 仿 射 标 架 [0;d , 忆 ,ds ] 后 可 以 确定 把 0 中 的 几 条 直线 ? 
显然 , 和 ， 到 ，d 分 别 确定 了 把 0 中 的 三 条 直线 轴 ,2 ，5， 其 中 4 
就 是 1 (i=1,2,3) 的 方向 向 量 ， 于 是 刀 的 坐标 是 (1,0,0) ， 忆 的 坐 
标 是 (0,1,0)7, 六 的 坐标 是 (0,0,1)7， 这 三 条 直线 轴 ，，5 称 为 把 
0 中 的 基本 直线 ( 即 坐 标 分 别 为 (1,0,0)7，(0,1;0)" ，(0,0,1) 的 
直线 )， 些 外， 若 令 纪 =@ + 砚 +0， 则 也 确定 了 把 0 中 的 一 条 直 
线 岂 ， 它 的 坐标 是 (1,1,1)7， 直 线 称 为 把 0O 中 的 单位 直线 ( 即 坐 


84 射影 坐标 和 射影 坐标 变换 279 


标 为 (1,1,1) ”的 直线 )， 由 于 刀 ，d， 吃 ,4 中 任意 三 个 向 量 都 不 共 
面 ， 因 此 了 ,2 岂 ,5 ,下 中 任意 三 条 直线 都 不 共 面 .这样 的 四 条 直线 
称 为 把 0 中 一 般 位 置 的 四 条 直线 ， 上 述说 明 ， 把 0 中 取 定 一 个 仿 射 
标 架 [0;a ,已 ,d 后， 就 确定 了 把 0 中 的 一 般 位 置 的 四 条 直线 /， 
1， ,5 ， 前 三 条 是 基本 直线 ， 第 四 条 是 单位 直线 . 
其 次 ， 我 们 容易 想到 把 上 述 三 条 基本 直线 ，，5 和 单位 直线 
1. 合 在 一 起 作为 把 O 中 的 射影 标 架 但是， 在 这 样 做 之 前 还 要 说 明 
一 件 事 ， 即 如 果 我 们 在 单位 直线 4 上 取 另 一 个 方向 向 量 4 ， 并 且 在 
基本 直线 站 上 取 方 向 向 量 好 (=1,2,3)， 使 得 =@+E+ 和 ， 那 
委 我 们 又 得 到 把 0 中 的 一 个 仿 射 标 架 [0;di , 吧 ,@]， 于 是， 把 0 中 
每 一 条 直线 【在 这 个 仿 射 标 架 下 也 有 坐标 (zf 后 ,地 ) ， 它 是 /的 方向 
向 量 v 在 [0;di ,49 中 的 坐标 .而 且 对 于 这 个 仿 射 标 架 ，1 ，5， 
15 ， 到 的 坐标 分 别 为 (1,0,0)7，(0,1;0) 7 ，(0,0,1) ，(1,1,1) ， 因 
此 ， 对 于 这 个 仿 射 标 架 ， 辣 ， 忆 ，5 仍 是 基本 直线 ，/ 仍 是 单位 直线 . 
既然 对 于 三 条 基本 直线 和 一 条 单位 直线 可 以 得 到 不 同 的 仿 射 标 架 
[o;ia ,和 和 [0i 了 ,到 ,一 ]， 那么 我 们 必须 说 明 把 0 中 每 一 条 直线 ; 
的 方向 向 量 分 别 在 这 两 个 仿 射 标 架 下 的 坐标 (zi ,zzzs) ”和 (旭光 妇 ) 
是 成 比例 的 ， 这 样 才 能 把 上 述 三 条 基本 直线 和 一 条 单位 直线 合 在 一 
起 作为 把 0 中 的 射影 标 架 ， 现 在 就 来 说 明 (x ,xz ,xs) 和 (zf sx 0) 
为 什么 是 成 比例 的 : 因为 & 和 4 都 是 /4. 的 方向 向 量 ， 所 以 可 设 4 = 
A2， 同 理 ， 可 设 必 =Ad(=1,2,3)， 于 是 

li= 丰 lt 罗 = Ad+TAG2+A3SG3. 
又 有 di =Ad=ACa + + 员 )， 因 此 

Ad+AdD+A3G = Adi+ Ad+ Ad3， 
从 而 得 人 =A(G=1,2,3)， 所 以 


由 此 得 出 wx =Axz!(I=1,2,3). 
综 上 所 述 ， 我 们 可 以 给 出 下 述 定义 : 
定义 4.1 设 1, 15，05 ,是 把 0 中 一 般 位 置 的 四 条 直线 ， 在 
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有 上 取 一 个 方向 向 量 &， 然 后 在 上 上 取 方 向 向 量 
2 使 得 & =d + 刀 + 如 ( 如 图 
7.12). 称 , 2， /5 为 基本 直线 ，/. 为 单位 直 
线 ，[ 沁 沁 沁 ] 为 把 0 的 一 个 基底 (或 射影 标 
架 ); 把 0 中 每 一 条 直线 ! 的 方向 向 量 在 仿 身 
标 架 [0jd ,do ] 下 的 坐标 (2 mx)7 称 为 ! 
在 基底 [7 , 凡 ,5 ,有 ] 中 的 齐 次 射影 坐标 (简称 身 
影 坐标 ). 
显然 ， 把 0 中 的 直线 1 在 基底 [2 , 忆 必 必 ] 中 的 齐 次 射影 坐标 不 

唯一 ， 但 它们 成 比例 ; 不同 直线 在 同一 基底 中 的 齐 次 射影 坐标 不 成 比 

例 ， 基 本 直线 不 , 于， 的 齐 次 射影 坐标 分 别 为 (1,0,0)7，(0,1;0) 7， 

(0;0,1)7; 单位 直线 轴 .的 齐 次 射影 坐标 为 (1,1,1)7. 
现在 来 看 扩大 的 欧 氏 平面 元 上 如 何 引 进 射影 坐标 系 . 

在 欧 氏 平面 r。 外 取 一 点 0， 于 是 扩大 的 欧 氏 平面 元 上 的 点 和 
直线 分 别 与 把 0 中 的 直线 和 平面 有 一 个 一 一 对 应 显然， 把 0 中 一 
般 位 置 的 四 条 直线 对 应 于 元 上 一 般 位 置 的 四 个 点 ( 即 其 中 任意 三 点 
不 共 线 )， 于 是 容易 想到 下 述 定义 ， 

定义 4.2 在 扩大 的 欧 氏 平面 元 上 取 定 一 般 位 置 的 四 个 点 4 ， 
4 ，4， 巨 ， 在 wo 外 取 一 点 0， 对 于 上 的 每 个 点 风 ， 将 直线 0M 
在 把 0 的 基底 [ 04, ,04; ,04; ,OPB] 中 的 齐 次 射影 坐标 (2 ,xx )7 称 
为 点 下 在 元 的 基底 [4, ,4, ,4; ,已 ] 中 的 齐 次 射影 坐标 (简称 射影 坐 
标 )， 基 底 [4， ,4, ,4; ,] 中 的 前 三 个 点 称 为 基本 点 ， 第 四 个 点 称 为 单 
位 点 . 

显然 ， 基 本 点 4 ，4. ，4; 的 射影 坐标 分 别 为 (1,0,0)7，(0,1;0) 7 
和 (0,0,1) ， 单 位 点 互 的 射影 坐标 为 (1,1,1)"， 直线 44,，4,4，， 
4,4, 构成 的 三 角形 称 为 坐标 三 角形 . 

现在 来 说 明 上 述 定义 与 rm 外 一 点 0 的 取 法 无 关 ， 在 0 上 取 一 个 
方向 向 量 4， 在 04, 上 取 方 向 向 量 由 (E=1,2,3)， 使 得 4= 嫩 + 史 +d 
设 0 下 在 仿 射 标 架 [0;d ,中 ,d] 中 的 坐标 为 (zy 知 yz)7， 由 
定义 4.1 和 定义 4.2 知 ，(2 sz, 所) 就 是 点 M 在 基底 [4 ,4 ,4 , 忆 ] 


图 7.12 
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中 的 射影 坐标 ， 设 直线 4 与 4 4 交 于 点 4。， 直 线 4;1 与 4 4 交 
于 点 M (如 图 7.13)， 由 于 例 ,，， 哆 ， 殉 , 共 面 以 及 到， 艳 ,， 
大 共 面 ， 于 是 可 以 得 到 玖 。=A(1,1,0)7， 类似 地 ， 由 0 碎 ,，04，， 
研 , 共 面 以 及 5 肪 ,，04,，0 凡 共 面 ， 可 得 0 及 ,=w(z ,0)7 于 
是 04,，04, ，04，， O01M 的 方向 向 量 分 别 为 @ ，@，@ + 中 ，xi01 十 
xd 在 平面 04,4, 上 取 仿 射 标 架 [0;d ,加 ]， 则 0，4 ，4，4， 
Mi 的 齐 次 坐标 分 别 为 (0,0,1)7，(1,0, 昌 )7，(0,，1， 吕 )7， 
(1,15)7 (zy2 二) 7 ， 易 求 出 直线 04, ，04, ，04，，0M 在 齐 次 
佣 标 中 的 方程 ， 从 而 可 得 它们 的 齐 次 坐标 依次 为 (0,1,0)7，(-1,0,0)7， 
(-1;,1;0)7，(- 和 mso;0)7， 显然， 有 


-TIN ro 7r-l 一 2 0 -1 
1 =|1+| o0|， * | =z1+zl 0 
0) 0 0 0 0 0 
于 是 ， 由 公式 (3.4) 得 
(04 ,04.;04 ,0OM ，) = 三 / 二 元 


所 以 (4， ,4254i2 ,Mi )=X13 Xa (这 里 设 点 玉 不 在 直线 443; 上 )， 


图 7.13 


类 似 地 ， 对 于 不 在 直线 4,4。 上 的 点 下 ， 有 
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(4 43 ;3423 1 ) = xi 3 
对 于 不 在 直线 4;4; 上 的 点 玖 ， 有 
(4 4343 4) = 2 3 01 
由 此 可 见 ， 对 于 不 在 直线 4,4; ，4:4; ，434, 上 的 点 好， 它 的 射影 坐 
标 (xi za ,2 ) 中 和 :za ，xzaixs ，xs3x1 分 别 等 于 上 述 三 个 交 比 ; 而 直 
线 44, 上 的 点 M(si ,0,z)7， 有 因 :xl 等 于 交 比 ; 直线 44; 或 44 
上 的 点 类 似 ， 因 此，7o。 上 每 个 点 在 基底 [4 ,4:;43 ,五 ] 中 的 射影 坐标 
与 点 0 取 法 无 关 (O Ero)， 并 且 点 开 的 射影 坐标 的 几何 意义 为 
xx =( 4 ,44 )， 
坊 三 克 二 (人 帮 几 )5 
xx :1= (4 ,45343135 ) ， 
其 中 点 4 是 直线 4; 匹 与 44; 的 交点 ， 点 Mo 是 直线 4;1 与 44， 的 
交点 ， 等 等 . 
不 难看 出 ，$1 中 给 出 的 点 形 的 齐 次 仿 射 坐 标 是 在 特殊 基底 
[4, ,4 ,4; ; 忆 ] 中 的 齐 次 射影 坐标 ， 其 中 4 ，4， 是 无 穷 远 点 ，43， 古 
是 通常 点 . 
注意 ， 在 一 般 的 基底 下 ， 不 能 用 点 M 的 射影 坐标 中 xs 是 否 为 零 
来 判定 惟 是否 为 无 穷 远 点 ， 
设 点 M 在 基底 [4, ,4: ,4: ,下 的 射影 坐标 为 (x ,wa ,zs ) ， 则 显 


2 1 0 70' 
X%? | 三 "中 X2| 1 | 十 %3 
5 0 0 工 


即 任 一 点 玉 的 射影 坐标 等 于 三 个 基本 点 的 射影 坐标 的 线性 组 合 ， 并 
且 组 合 的 系数 恰好 就 是 1 的 射影 坐标 2 ，za ，xa- 
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设 To 上 有 两 个 基底 : [4, ,4 ,43 ;五 ] 和 开 [4 42 4 五] ; 又 
设 元 上 点 开 的 基底 工 中 的 射影 坐标 为 (* ,za ,xz ) ，M 在 基底 正中 
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的 射影 坐标 为 (2 , 巡 , 好 )7 我们 来 讨论 (oo 和) 与 ( 寻 ，， 人 7 
之 间 的 关系 . 

在 六 外 取 一 点 0， 把 0 中 相应 地 有 两 个 基底 [ 04, ,04, ,04, ,OFE] 
和 [04' ,04! ,04: ,0B']， 对 于 这 两 个 基底 分 别 取 它们 所 对 应 的 一 
个 仿 射 标 架 工 [ 0;@ , 必 , 罗 ] 和 下 [0oiel; ,性 ,]， 于 是 0 态 在 仿 射 标 
架 工 中 的 坐标 为 (MAxi,Axw ,hx )7，0 及 在 仿 射 标 架 下 中 的 坐标 为 
(2 AAA yz 根据 几何 空间 中 向 量 的 仿 射 坐标 变换 公式 知 ， 
若 丰 的 工 坐 标 为 (av,ayay) (7 =12,3)， 则 


入 %1 an aa aaA2a 
Axa |= | ao oa aoa | Ax2 |， 
入 %a3 aal aa as 八 太 %3 
也 就 是 
%l aa oa aofxi 
plx|j=|a aa aa|xa|， 《4.1) 
3 03l1 03 033 八 4%3 


其 中 p 是 非 零 实 数 ， 对 于 不 同 的 点 ，p 的 值 不 同 ， 公式 (4. 1) 就 是 点 
的 射影 坐标 变换 公式 ， 由 于 中，d 分 别 是 04，0OF' 的 一 个 方向 向 
量 ， 因 此 = 儿 0 由 =A0 肪 (0=1;2,3)， 由 于 由 =g 十 帮 二 帮 ， 


因此 A6 肪 =A04 + 504 TAO 又 00，0 态 的 工 坐 标 分 别 与 


4!， 到 ' 的 工 坐 标 成 比例 ， 从 而 可 求 出 AN) ， 进 而 求 出 妃 的 工 坐标 ， 于 
是 可 写 出 射影 坐标 变换 公式 . 

例 4.1 设 射 影 平 面 元 上 取 了 两 个 基底 工 [ 4 ,4 , 4: , 忆 ] 和 
IT[41 ,444 到] ， 已 知 点 4，4 全 ,省 ， 尽 在 基底 工 中 的 射影 坐标 分 
别 为 (1, -1,2) ，(2,0,1) ，(-1,2,4) ”和 (1, -1,0) ， 求 基底 T 
到 基底 开 的 点 的 射影 坐标 变换 公式 

解 由 于 0 有 -6004 +104 ， 因 此 
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1 1 2 了 

A| -1|=A -1l+hjol+ril 2|. 
0 2 1 4 

2 4 

癌 A,A; = - 1. 取 和 =15， 得 


Ai = 了 7， Ah =2， A3 = 一 4. 
所 以 从 基底 I 到 基底 工 的 点 的 射影 坐标 变换 公式 为 


Ai 7 4 4\xl 
pz|=|-7 0 -82 (4.2) 


沁 这 
解 得 人 过 34，A2 


四 


和 14 2 -16 八 x 


其 中 p 为 非 零 实数 
4.3 直线 的 射影 坐标 方程 


设 相 异 两 点 P，@ 在 基底 [4, ,4 ,4:;, 巨 ] 中 的 射影 坐标 分 别 为 
(Pi pz;p3) ，(g 9) 点 Moeszs) 在 直线 PO 上 的 充分 必 
要 条 件 是 把 0 中 相应 的 直线 O0M，0OP，00 共 面 ， 从 而 存在 不 全 为 堆 
的 实数 4， 人 ， 使 得 它们 的 方向 向 量 mW，z，zm 适合 ww = Azp + 
Azo ， 即 


Xi 了 1 di 
xs |= Ap ji+Joaq |， (4.3) 
人 局 43 
或 者 有 
xl pda 
xz pp 9dq|=0， 
X3 2D3 93 
展开 得 
mT1XiT 72Xa++ 7133 =0 ， (4.4) 
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Pa 9 Pi 9 Pd 
Pa 43 Pa 93 Pa2 9d2 
不 多 为 零 ( 因 为 P，0 是 相 异 两 点 ， 所 以 we 与 w 不 共 线 )， 这 说 明 ， 
直线 PO 的 射影 坐标 方程 (4.4) 是 三 元 一 次 齐 次 方程 .反之 ， 易 看 
出 ， 任 意 一 个 三 元 一 次 齐 次 方程 (在 射影 坐标 系 中 ) 都 表示 射影 平面 
上 的 一 条 直线 . 
(4.3) 式 称 为 直线 PQ 在 给 定 射影 坐标 系 中 的 参数 方程 . 
容易 看 出 ，7Tx， +maxs +maxa =0 与 Oxi + waxa + waxas = 0 表示 
同一 条 直线 的 充分 必要 条 件 是 (7 ,ma ;73 ) 与 (olyoa ,os) 成 比例 ， 因 
此 ， 可 以 将 (ma ,ms3) 称 为 直线 Tix +moxa +9axas =0 的 齐 次 射影 
坐标 (简称 射影 坐标 ). 
由 上 述 讨论 还 可 看 出 : 
(1) 射影 平面 上 ， 设 三 点 P，Q，R 的 射影 坐标 分 别 为 (Pi ,pa,pa) ， 
(@ ,907 (nm ， 则 PP，0, 丸 三 点 共 线 的 充分 必要 条 件 是 
Pi 9 和 六 
pa dg 7 =03 
Pa 94 7 
(2) 射影 平面 上 ， 设 相 异 两 点 已 ，@ 的 射影 坐标 分 别 是 (Pi ,pa ,ps) ， 
(goyg)7， 点 及 的 射影 坐标 是 (rm,r) ， 则 点 及 与 忆 ，Q 共 线 
的 充分 必要 条 件 是 ， 存 在 不 全 为 零 的 实数 \， 从 ， 使 得 


得 3 


斌 DPI dl 
rm |= Ap +AI9qa | 
73 s5 93 


请 读者 利用 射影 平面 的 对 偶 原理 写 出 关于 射影 坐标 的 三 线 共 点 
的 条 件 . 


4.4 用 射影 坐标 计算 交 比 


在 8$3 中 ， 我 们 兽 经 给 出 了 用 齐 次 坐标 计算 交 比 的 公式 (3.5) 和 
公式 (3.4)， 现 在 我 们 来 说 明 这 两 个 公式 在 射影 坐标 下 仍然 成 立 . 
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定理 4.1 设 4，B，C,， 呈 是 射影 平面 记 上 共 线 的 四 点 ， 其 中 
4,， 如 ，C 各 不 相同 ， 并 且 拓 4， 又 设 4，B，C， 忆 在 任 一 基底 
TI [4 ,42,4, 刀 中 的 射影 坐标 分 别 为 (ol ,aas )7，( 呈 5 )7， 
(cc cs) (dd di)7， 并 且 
c =Act+tHAO， 员 =h)ai+Hp， ii=1)2,3， 


则 


信 ，/ 和 
(4,B;C,D) = 一 /一 !L. 
[2 Li 


证 明 在 7o 上 取 基 底 工 [B, ,B.,B,,EF]， 使 得 B ，B, 都 为 无 穷 远 
点 ， 则 4， 中 ，C，, 呈 在 基底 正中 的 射影 坐标 (of oo )7，( 忆 ,有 ,及 )7， 
(cc (者 , 才 , 才 也 就 是 它们 的 齐 次 坐标 ， 设 
ci= Aiai+Hi di= Ahai+H0 = 1,2,3， 
则 由 公式 (3.5) 得 


(4.5) 


(4,B3;C)D) 王 2/ 
凡 2/ 凡 1 


设 基底 工 到 开 的 射影 坐标 变换 公式 为 


和 1 
px |= 吾 xz? |， 
和 3 3 
其 中 豆 是 非 奇异 矩阵 ， 于 是 由 cj =Aia; + 内 有 得 
cl Qi1 0 


p3 再 | o | = Ap 再 | ay |+Aap3 再 | 中 
C3 03 203 
所 以 
A41 = Aipapr ， HA = Nipsp3 


同 理 可 得 3 =Aa2papT ，Hi =Aapip; . 于 是 可 以 计算 出 


人 2 2 多 
HL/ HT Ha Hi 


从 而 (4.5) 式 成 立 . 口 
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类 似 地 ， 关 于 用 齐 次 坐标 计算 共 点 四 线 的 交 比 的 公式 (3.4) 在 射 
影 坐 标 中 仍然 成 立 . 

此 外 ， 由 公式 (3.6) 的 推导 过 程 可 以 看 出 ， 既 然 公式 (3.5) 对 于 
射影 坐标 也 成 立 ， 因 此 公式 (3.6) 对 于 射影 坐标 同样 成 立 ， 并 且 ， 共 
点 四 线 交 比 的 类 似 于 公式 (3. 6) 的 公式 对 于 射影 坐标 也 成 立 . 


4.5 点 的 韭 齐 次 射影 坐标 


定义 4.3 在 射影 平面 上 取 一 个 基底 人 44 
TI [4, ,4,,4; ,下 ] ， 对 于 不 在 直线 44。 上 
的 点 MKCxi ,xyX3 ) ， 令 413 
2 访 4 
汪 0 
%3 X3 
下 网 42 妈 可 43 
则 称 (z,y) 7 是 点 M 的 非 齐 次 射影 坐标 . 23 “23 
由 前 面谈 到 的 点 戏 的 齐 次 射影 坐标 图 7.14 
的 几何 意义 知道 


xi MX = (4 43343 Ms) ， 
xa : X3 =《〈42 ,435423 ,Ma ) ， 
因此 点 下 的 非 齐 次 射影 坐标 实际 上 就 是 交 比 (如 图 7. 14)， 
取 另 一 基底 工 [41 ,42 ,44 到] ， 对 于 既 不 在 直线 44: 上 ， 又 不 
在 直线 44 上 的 任意 一 点 M， 设 它 在 基底 工 ， 工 中 的 齐 次 射影 坐标 
分 别 是 (si ,zx )7， (zz ,zx ， 非 齐 次 射影 坐标 分 别 是 (x,7) ， 
(xyY ) ， 则 


一 二 ~- 一; % = 一 ， 7 = 一. 


2 3 X%3 多 
由 齐 次 射影 坐标 变换 公式 (4. 1) 得 

DXi 一 > asxf， i = 123735; 
从 而 得 
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二 时 
CUX 十 Qiy 十 Qi3 


交 亚 3 
CQ3lX 十 Cazy 十 Qa33 (4.6) 


卫 关 
CalX 十 Coay 士 Go3 


条 到 了 间 
Q3lX 十 C32y 十 G33 


这 是 点 的 非 齐 次 射影 坐标 变换 公式 ， 它 表明 点 在 基底 工 中 的 非 齐 
次 射影 坐标 *，7y 可 以 用 戏 在 基底 正中 的 非 齐 次 射影 坐标 *，y' 的 分 


习 题 7.4 


1. 设 在 射影 平面 的 一 个 基底 工 中 给 定 了 点 B, (4，- 2,3)7， 
B: (5,2,0) ，B;(1,3,，-2)7，F(1,1,0)7，M(L,1, -1)7， 证 
明 点 B,，B:，B:， 下 是 一 般 位 置 的 四 个 点 ， 并 且 求 基底 工 到 基底 
工 [DB,,B:,B: ,大 的 射影 坐标 变换 公式 ， 以 及 下 在 基底 工 中 的 射影 
坐标 . 

2.， 在 射影 平面 上 ， 求 基底 I[4, ,4 ,4; ,五 ] 到 基底 I[ 4 ,4， ,已 ,4 ] 
的 射影 坐标 变换 公式 . 

3. 在 射影 平面 上 ， 设 点 下 在 基底 工 [L4, ,4, ,4; ,已 ] 中 的 射影 坐标 
为 (el ,sea,es) ， 并 且 4 ，4，4; ,下 是 一 般 位 置 的 四 个 点 ， 求 基底 
I 工 到 基底 工 [4 ,4 ,4:, 玉 ] 的 射影 坐标 变换 公式 

4. 在 射影 平面 上 取 四 点 Bi (1,2,1) ，B. (1,1,0)7，B,(2,1,1)7， 
F(0,1,7) ， 求 点 玉 (1,1,1) 7 在 基底 [ B, ,B,,B,, 天 中 的 坐标 

5. 证 明 帕 普 斯 (Pappus) 定理 : 设 4，B，C; 4'，B'，C' 分 别 是 
直线 训 和 卢 上 的 三 个 点 ， 并 且 均 与 吕 和 岂 .的 交点 刀 不 重合 ， 又 设 
48B' 与 4 卫 交 于 点 P，B8C' 与 BC 交 于 点 0，C4 与 C4 交 于 点 及 ， 则 
忆 ，0, 三 点 共 线 . 

6. 在 射影 平面 上 取 一 个 基底 [4, ,4; ,4; ,已 ] ， 设 4 是 直线 4, 瑟 
与 4:4; 的 交点 ， 求 直线 4.4, 上 的 一 个 点 已 ， 使 得 交 比 

(4 ,4;:;423 , 忆 ) = a， 

7. 在 射影 平面 上 给 了 一 个 三 角形 4,4,4;,， 设 P  ，P, ，P, 分 别 

在 直线 4.4; ，4:4,，4i4 上 ， 但 是 都 不 和 4, ，4,，4; 重合 ， 而 0，， 
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Q@2:， 0o; 依次 为 己 ， 5 P; 对 于 4，， 43 ; 43， 全高 4 ，4， 的 调和 式 
斩 点 ， 证 明 : 40，， 4 0，， 4303 共 点 的 充分 必要 条 件 是 局 三 注 了 5 
共 线 (如 图 7. 15). 


图 7. 15 


8. 在 射影 平面 上 ， 设 4 ，4 ，4 和 已 ，P ，P 的 意义 同 第 7 
题 ， 但 是 

(4 ,40 和 P)=e，(4430P)=e，(4430,P) = e， 
证 明 : 若 已 ,已 ，P 共 线 ， 则 Q ，Q@:，@: 共 线 的 充分 必要 条 件 是 
elezei =1. 又 如 果 书 ， 己 ，P 在 扩大 的 欧 氏 平面 的 无 穷 远 直线 上 ， 
那么 上 述 命题 的 几何 意义 是 什么 ? 

9. 在 射影 平面 上 ， 设 4 ，4，4，P，P，P，0，0，0: 的 
意义 同 第 8 题 , 证 明 : 若 已 ， 已 ，P 共 线 ， 则 4.0，420:，4303 
共 点 的 充分 必要 条 件 是 eezes = -1. 又 如 果 已 ,已 ，P; 在 扩大 的 欧 
氏 平 面 的 无 穷 远 直线 上 ， 那 么 上 述 命题 的 几何 意义 是 什么 ? 

“10. 射影 平面 Te 上， 由 一 般 位 置 的 四 个 点 4，3，C，D ( 称 它们 
为 顶点 ) 和 由 它们 两 两 相连 的 六 条 直线 ( 称 它们 为 边 ) 构 成 的 图 形 称 
为 完备 四 点 形 ， 其 中 不 在 同一 顶点 上 的 两 条 边 称 为 对 边 ， 对 边 的 交 
点 称 为 对 角 点 ， 如 图 7. 16 中 的 瑟 , 刁 ，C 均 是 对 角 点 . 

(1) 证 明 : 完备 四 点 形 的 三 个 对 角 点 不 共 线 .由 这 三 个 对 角 点 
确定 的 三 角形 称 为 完备 四 点 形 的 对 角 三 角形 . 

(2) 证 明 : 完备 四 点 形 的 任意 两 个 对 角 点 调和 分 割 它 们 的 连 线 
和 另外 两 条 边 的 交点 . 

“11. 在 射影 平面 上 ， 完 备 四 点 形 的 对 偶 称 为 完备 四 边 形 . 叙述 
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图 7.16 


第 10 题 中 第 (2) 小 题 的 对 偶 命题 ， 并 且说 明 调 和 线 东 的 作 图 方法 . 


8$5 射影 映射 和 射影 变换 


本 章 一 开头 曾 介绍 过 中 心 投 影 ， 这 一 节 我 们 要 来 讨论 作为 中 心 
投影 的 推广 的 射影 映射 


5.1 射影 映射 的 定义 和 性 质 


定义 5.1 射影 平面 级 的 点 集 到 射影 平面 乃 的 点 集 的 一 个 双 
射 ， 如 果 把 共 线 三 点 映 成 共 线 三 点 ， 则 称 它 为 一 个 射影 映射 . 

由 定义 知 ， 中 心 投影 是 射影 映射 . 

射影 平面 到 自身 的 射影 映射 称 为 射影 变换 . 

由 定义 立即 得 到 射影 映射 的 下 述 性 质 : 

性 质 1 射影 映射 的 乘积 还 是 射影 映射 ， 即 如 果 7 是 射影 平面 
狗 到 狗 的 一 个 射影 映射 ，r: 是 射影 平面 乃 到 乃 的 一 个 射影 映射 ， 
则 rr: 是 射影 平面 乃 到 乃 的 一 个 射影 映射 . 

性 质 2 射影 映射 把 不 共 线 三 点 映 成 不 共 线 三 点 . 

证 明 设 r 是 射影 平面 绿 到 钨 的 一 个 射影 映射 ， 4，B，5C 是 
儿 上 的 不 共 线 三 点 ， 它 们 在 下 的 像 分 别 是 4 ，B'，C'， 由 于 7 是 
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单 射 ， 因 此 4'，B'，C' 两 两 不 同 ， 假 设 4 ，B ，5C 在 同一 条 线 / 上 上 . 
在 急 上 任 取 一 点 愉 ， 它 在 r 下 的 像 为 M'， 如 果 开 在线 4B8 或 4C 上 ， 
则 允 ' 在 ! 上， 如果 下 不 在 4B8 和 4C 上 ， 则 经 过 开 作 一 条 线 与 4B8 交 
于 P(<s4),， 与 4C 交 于 0(<4). 设 P,Q 在 r 下 的 像 分 别 是 己 ， 
0 ， 则 已 ，0' 均 在 多 上 .因为 由 ，P，Q 共 线 ， 所 以 MP，@ 共 
线 ， 从 而 M' 在/ 上. 这 与 7 是 用 到 儿 的 满 射 记 盾 ， 因 此 4 ，32 ， 
C ' 不 共 线 . 口 
性 质 3 ”射影 映射 是 可 逆 的 ， 并 且 它 的 道 映 射 也 是 射影 映射 
证 明 由 定义 知 ， 射 影 映 射 是 可 逆 的 ， 由 性 质 2 得 出 射影 映射 


的 逆 映 射 是 射影 映射 . 口 
性 质 4 射影 映射 把 线 映 成 线 . 
证 明 由 定义 和 性 质 2 立即 得 到 . 口 


由 性 质 4 和 性 质 2， 性 质 3 得 出 ， 射 影 映射 7 诱导 了 射影 平面 儿 
上 线 的 集合 到 胞 上 线 的 集合 的 一 个 双 射 ， 并 且 保 持 点 和 线 的 天 
联 性 . 


从 性 质 2 立即 得 出 
性 质 5 射影 映射 把 一 般 位 置 的 四 个 点 变 成 一 般 位 置 的 四 个 点 ， 
口 

进一步 ， 我 们 有 
定理 $.1( 射影 映射 基本 定理 之 一 ) ”射影 平面 ro 到 7 的 射影 
映射 > 把 元 上 的 一 般 位 置 的 四 个 点 4 ，42 ，4:， 巨 上映 成 了 上 的 一 


般 位 置 的 四 个 点 44，42，43， 瓦 ， 并 且 To 上 任 一 点 六 在 基底 
LI [4 ,4 ,4 , 思 ] 中 的 射影 坐标 等 于 的 像 Mr 在 基底 工 [4 ,4 ,4 , 殖 ] 
中 的 射影 坐标 . 

证 明 前半 部 分 就 是 性 质 5. 现在 证 后 半 部 分 ， 设 戏 在 基底 工 中 
的 射影 坐标 为 (xs ,oo )7， 玉 的 像 M 在 基底 工 中 的 射影 坐标 是 
(2 , 井 , 对 )7， 在 元 上 再 取 一 个 基底 工 [ B,,B,,B;,F],， 设 玉 在 工 
中 的 射影 坐标 是 (xf ,o ;好 ) 7 设 下 到 工 的 射影 坐标 变换 公式 中 的 系 
数 矩 阵 为 4 = (ay) ， 对 凡 ' 用 坐标 变换 公式 得 
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区 1 CI cp Ga 1%1 
让 蕊 : 一 了 
P| 2Xa Ca2l CQ 053 | 2X2 | 
了 Am 
X3 Ca3l Caz  Q33 八 %3 
| 一 一 7 一 5 
xi = D (aa5l+ ap52+ aaz3)， = 1,2,3. (5.1) 


设 7 关于 基底 工 和 基底 开 的 公式 为 
3 
用 (5.1) 式 代 人 得 
和 一 (pm (Gil 和 1 十 Cia 雹 2 十 ai353 ) ;D (aai 开 十 Qaa 基 2 十 0235%3 ) ， 
DT (aal5 + 5232 十 0a3%3 ) ) 
=: EX51 3525X3) ， 工 = 2,3. (3.2) 
由 于 上 刻 由 r 和 基底 工 工 决 定 ， 所 以 8 由 了 和 基底 T 工 决 定 ， 与 点 


玉 的 选择 无 关 ， 考虑 也 上 的 直线 
2: xj=0，i=1,2,3. 


。 


的 像 关 在 工 中 的 方程 为 


由 于 居 是 直线 ， 它 的 方程 应 当 为 三 元 一 次 方程 ， 所 以 

人 
从 而 由 (5.2) 式 得 

二 和 二 证 23 (5S.3) 
由 于 &; 与 点 的 选择 无 关 ， 所 以 公式 (5.3) 对 于 每 一 个 点 收 均 成 立 . 
特别 地 ， 考 虑 点 4 ， 它 在 基底 工 中 的 射影 坐标 是 (1,0,0) ， 它 的 像 
4i 在 基底 工 中 的 射影 坐标 是 (1,0,0) ， 代 和 人 (5.3) 式 得 

1=cn 0=c，0=ci 
同 理 ， 分 别 考虑 点 4; ，4; ， 得 
全 人 0 


再 考虑 点 瑟 ， 得 


因此 
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(xi yx 03 ) 工 = 天 (2 2 (5S.4) 
这 证 明了 歼 在 基底 工 中 的 射影 坐标 等 于 形 的 像 好 在 基底 工 中 的 射 
影 坐 标 . 口 


定理 $.2( 射 影 映 射 基 本 定理 之 二 ) 设 4,，4;,，4:，, 五 是 射影 
平面 Ye 上 一 般 位置 的 四 个 点 ，41，42 ，43， 五 是 射影 平面 上 一 
般 位置 的 四 个 点 ， 则 存在 7 到 了, 的 唯一 的 射影 映射 r 把 4 ，4.，， 
43， 互 分 别 映 成 4 ，4，43 ， 五 … 

证 明 看 在 性 在 记 o 上 取 基 底 工 [4, ,4,,4; ,五 ]， 在 记 上 取 基 
底 了 工 [54714741 王 ]， 规 定 万 , 到 记 | 的 一 个 映射 7 如 下 : 7 上 任 取 
一 点 玉 ， 它 在 工 中 的 射影 坐标 为 (xz ,xs ,xs ) ， 玉 在 映射 7 下 的 像 Mi 
是 在 工 中 的 射影 坐标 为 (zi ,za ,xs) 的 点 .显然 ，r 是 单 射 、 满 射 . 
设 忆 ，0, 尺 是 To 上 共 线 三 点 ， 则 它们 的 射影 坐标 组 成 的 3 阶 行列 
式 等 于 零 ， 根据 7 的 定义 ，r(P)，r(0@)，r(R) 在 工 中 的 射影 坐标 
组 成 的 3 阶 行列 式 也 等 于 零 ， 因 此 r(P)，7r(0)，r(R) 共 线 ， 这 证 
明了 7 是 万 "到 万 , 的 一 个 射影 喘 射 . 

唯一 性 ”如果 是 To 到 7 的 一 个 射影 映射 ， 它 把 4 ，4; ，43 ， 
五 分 别 映 成 4! ，43 ，44 ， 五 ， 根 据 定理 5.1，7o 上 任 一 点 戏 在 基底 
I 中 的 射影 坐标 等 于 r(MN) 在 基底 工 中 的 射影 坐标 ， 从 而 r(MN)= 
7T( 玉 )、 因此 er =7. 口 

定理 5$. 2 的 存在 性 部 分 的 证 明 表 明 ， 在 射影 平面 To，7, 上 分 别 
取 基 底 工 L4, ,4 ,43 ,下 ， 工 [41 43,43, 情 ] ， 如 果 To 到 7 的 一 个 映 
射 了 7 使 得 让 上 任 一 点 政 在 工 中 的 射影 坐标 等 于 7(M) 在 工 中 的 射影 
坐标 ， 则 7 一 定 是 7 到 7 的 一 个 射影 映射 . 

定理 $.3 设 7 是 射影 平面 7。 到 万 的 一 个 射影 映射 ， 在 记 。， 
万 上 分 别 取 基底 工 [4, ,4; ,43: ;五 ，I[B,B,，,B: ,FF]， 又 设 7o 上 任 
一 点 玉 在 工 中 的 射影 坐标 为 (xi 和) ，7(MN) 在 开 中 的 射影 坐标 


为 (zi 22) ， 则 
CI Za 4 1 2 
C2l CQ2z 023 || 2X2 |， (5.5) 
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其 中 p 是 非 零 实 数 ，4 = (ory) 是非 奇 异 的 .公式 (5.5) 称 为 射影 映射 
7 关于 基底 工 和 开 的 公式 . 反之 ， 如 果 To 到 二 的 一 个 映射 * 关于 基 
底 工 各 下 的 公式 为 (5.5) 式 ， 其 中 系数 和 矩阵 4 = (ar) 是 非 奇 异 的 ， 那 
么 了 一 定 是 射影 映射 . 

证 明 设 r 是 7 到 记 的 一 个 射影 映射 ， 它 把 4 ，42，43， 五 
分 别 映 成 4 天，4， 民 ， 则 4 4，43， 玖 是 上 的 一 般 位 置 的 
四 个 点 ， 取 基底 工 L41 ,44 ,43, 己 ]， 根据 定理 5.1，r(M) 在 工 中 的 
射影 坐标 等 于 M 在 工 中 的 射影 坐标 (xx ,xz ) ， 设 7(MN) 在 开 中 的 
射影 坐标 为 (xf ,好 , 雪 ) ， 开 到 工 的 射影 坐标 变换 公式 中 的 系数 皇 阵 


为 4=(o)， 则 
xl 
|。 
局 


把 这 个 公式 右 端的 (zz ,xz ) 解释 成 开 在 工 中 的 射影 坐标 ， 则 这 个 
公式 是 射影 映射 r 关于 基底 工 和 开 的 公式 . 由 于 射影 坐标 变换 公式 
中 的 系数 矩阵 一 定 是 非 奇 异 的 ， 所 以 4 是 非 奇 异 的 . 

反之 ， 如 果 7 了。 到 万 | 的 一 个 映射 r 关于 基底 工 和 开 的 公式 是 
(5.5) 式 ， 其 中 系数 矩阵 4 是 非 奇 异 的 ， 则 从 公式 (5.5) 看 出 7 是 单 
射 、 满 射 ， 设 已 ，0, 尺 是 万 上 共 线 的 三 点 ， 它 们 在 工 中 的 射影 坐 
标 分 别 是 (pi ,ps ,p3)  ，(g ga ，(mmm) ， 则 和 矩阵 


X1 


D 区 


MX3 


的 行列 式 等 于 零 . 由 公式 (5.5) 得 ，r(P)，r(Q@)，7(CR) 在 下 中 的 射 


影 坐标 分 别 为 
Pi 9 六 
人 5 | 间 
Pa 9 m 


它们 组 成 的 撼 阵 为 
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po 0 0 
4B 0 pm 0 
0 0 py 
显然 这 个 矩阵 的 行列 式 等 于 零 ( 因 为 | 下 |=0)， 所 以 7 把 共 线 三 点 映 
成 共 线 三 点 ， 因 此 了 是 射影 映射 . 口 


性 质 6 射影 映射 保持 共 线 四 点 的 交 比 不 变 . 

证 明 设 是 射影 平面 7 到 Ti 的 一 个 射影 映射 ，4，B，C，D 
是 ro 上 的 共 线 四 点 ， 它 们 在 下 的 像 分 别 是 4'，B'，C ， 刀 ， 则 
4 8，C， 7 仍 共 线 ， 在 To 上 取 一 个 基底 工 [4, ,4: ,4; ,五 ]， 设 
4 天 在 r 下 的 像 分 别 为 人， 刀 ， 则 工 [41,43 ,43 ,五 ] 是 记 上 的 一 个 
基底 ， 并 且 任 一 点 必 se7o 在 工 中 的 射影 坐标 等 于 r(M) 在 工 中 的 射 
影 坐标 .因此 4，B3，C ,了 在 工 中 的 射影 坐标 分 别 等 于 4 ，B' ，C 1， 
及 在 工 中 的 射影 坐标 ， 从 定理 4. 1 立即 得 到 

(4,B3CD) = (4 BC DD). 口 

由 于 共 点 四 线 的 交 比 等 于 它们 在 某 条 直线 上 的 截 影 的 交 比 ， 因 
此 由 性 质 6 立即 得 到 

性 质 7 ”射影 映射 保持 共 点 四 线 的 交 比 不 变 . 加 

下 面 我 们 指出 射影 映射 基本 定理 在 航空 摄影 中 的 应 用 .本章 一 
开头 我 们 曾 指出 ， 航 空 摄影 时 在 底片 上 所 得 到 的 像 是 一 块 大 地 (假定 
地 面 是 平 的 ) 经 过 中 心 投 影 以 后 的 像 ， 并 且 由 于 飞机 飞行 时 的 颠 艇 ， 
使 得 底片 与 地 面 不 平行 ， 因 此 底片 上 的 像 通常 不 是 地 面 的 相似 图 ， 
而 是 变 了 形 的 图 像 ， 利 用 射影 映射 基本 定理 就 可 以 给 出 矫正 摄影 
像 的 适当 的 方法 ， 矫正 的 目的 是 要 从 底片 得 到 地 面 的 一 个 相似 图 ， 
而 地 面 的 一 张 相 似 图 就 是 地 面 re 在 一 个 水 平平 面 "上 的 中 心 投影 ， 
可 以 设想 中 心 就 是 镜头 . 因此 ， 相 似 图 ri 也 是 底片 r, 在 相应 的 中 
心 投 影 下 的 像 ， 而 中 心 投影 是 一 个 射影 映射 . 根据 射影 映射 基本 定 
理 ， 要 想 从 底片 ri 得 到 地 面 的 一 张 相似 图 ri ， 只 需 确定 ri 上 一 组 
一 般 位 置 的 四 个 点 所 对 应 的 ' 上 的 四 个 点 就 够 了 ， 因 为 这 两 组 一 般 
位 置 的 四 个 点 就 唯一 确定 了 这 个 中 心 投 影 ， 具体 做 法 如 下 : 首先 ， 


取 一 张 准 确 的 地 形 图 r4( 不 必 很 详细 ) ， 在 r4 上 任意 选取 一 组 一 般 
位 置 的 四 个 点 4，B'，C ，D， 在 底片 ri 上 找 出 它们 的 对 应 点 4， 
有 ，C,，D; 然后 ， 把 r, 和 7 装 到 灯光 照射 器 上 ， 调 整 它们 的 位 置 ， 
使 得 4，83，C，, 也 正好 分 别 照射 到 4'，B'，C ，D' 上; 最后， 把 地 
图 r! 换 成 照相 正片 ， 注 意 不 要 变动 调整 好 的 位 置 ， 那 么 正片 上 印 出 
的 就 是 一 张 地 面 的 相似 图 ， 它 是 由 底片 ri 经 过 矫正 得 到 的 . 


5.2 射影 变换 


射影 平面 ,到 自身 的 射影 映射 e 称 为 了 的 射影 变换 ， 此 时 er 
的 公式 (5.5) 中 (xx , 妇 )” 和 (xx xs) 分 别 是 像 和 原 像 对 于 同一 
个 基底 的 射影 坐标 

由 于 射影 变换 的 乘积 还 是 射影 变换 ， 人 恒 等 变换 是 射影 变换 ， 射 
影 变 换 是 可 逆 的 ， 其 闭 变换 仍 是 射影 变换 ， 从 而 射影 平面 上 的 所 有 
射影 变换 形成 一 个 群 ， 称 它 为 射影 变换 群 . 

关于 射影 映射 的 性 质 和 定理 5.1， 定 理 5. 2 以 及 定理 5. 3 对 于 射 
影 变 换 同 样 成 立交 比 是 射影 不 变量 

同样 ， 射 影 平面 的 一 个 射影 变换 c (点 变换 ) 引 起 了 这 个 射影 
面 上 的 所 有 线 组 成 的 集合 到 自身 的 一 个 双 射 ， 并 且 c 保持 点 与 线 的 
关联 性 . 

例 $.1 在 射影 平面 上 ， 求 把 点 4(1,0,1) ，B(2,1,1)， 
C(3, -1,0) ,D(3;,5,2) 分 别 映 成 点 4(-1;0,3) ，B01,1,3) ， 
C' (2,3,8) ，D(2,1,， -2) 的 射影 变换 o 的 公式 ， 

解 设 rex 的 公式 为 


85 射影 映射 和 射影 变换 297 


上 式 两 边 取 转 置 得 
1 0 1 二 广 j 0 3A， 
Q 
下 本 1 21 31 起 地 3》， 
C Q CC-，| = 
和 SR 2A，3A， 8)， 
Cl3 0523 033 
3 3 2 21， 人 ， 一 2A， 
(3S.6) 
对 下 述 和 矩阵 作 初 等 行 变换 化 成 简化 行 阶梯 形 : 
0 1 =- 0 3Ai 
2 1 1 人， 人 3A， 
一 一 一 
3 -1 0 2A 3A3 8A; 
3 3 2 人 一 2 
1 1 开 1 3 3 3 
1 0 0 十 如 + 本 ha + 本 43 本 42 + 本 Ma -本 + 25 
3 3 1 3 3 9 9 
0 1 0 本 如 + 本 如 了 3 本 42 -本 3 -本 + 本 ha -2)3 
9 1 1 [ 引 15 3 
0 0 1 -本 本 如 了 hs -下 本 本 人 243 
0 0 0 -2 -4 +243 +244 -4 +3A3 +A ON -12 +8A -2 


为 了 使 矩阵 方程 (5.6) 有 解 ， 上 述 简化 行 梯形 矩阵 最 后 一 行 的 第 4， 
5，6 个 元 素 应 当 为 0， 于 是 有 


-2A - 4A; +2A3+2A4 = 0， 
- 4A+3A3+ A = 0， 
6A，-12A， +8A3 -2 人 = 0. 


取 A4 =32， 得 


= 24， = -4，A， = -16. 


代 人 上述 简 化 行 梯形 撼 阵 的 前 3 行 、 后 3 列 中 可 求 出 or (7 = 1,2， 
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3) ， 于 是 得 到 cr 的 公式 为 
Xi -3 23 -21Nf5 
A|z|=|-13 9 xi 
罗 -53 -31 125 八 *， 


5.3 分 式 线 性 变换 


在 射影 平面 上 取 定 一 个 基底 [4, ,4: ,4: ,下 ]， 设 射影 变换 e 的 公 
式 为 (5.5).， 对 于 不 在 直线 4,4, 上 ， 并 且 不 在 直线 aatxi + aazxaz 十 
aasxs =0 上 的 点 M(z as) 7， 设 它 的 非 齐 次 射影 坐标 为 (*,y) ， 
它 在 er 下 的 像 MiCxf 好,x) 的 非 齐 次 射影 坐标 为 (*' ,7 ) 由 于 

2 


X 三 -一 y = 
温和 了 
和 3 和 3 


因此 由 《5.5) 式 得 


CNY 二 Qi2》 十 13 


0 


Js ， CoalX 二 Q22》 十 0a23 


(5.7) 


Q3lX 十 Q32y 十 Q33 CQ3lX 十 Q32y 十 Ca33 


公式 (5.7) 是 射影 变换 er 在 非 齐 次 射影 坐标 中 的 表达 式 ， 它 是 分 式 
线性 函数 ， 并 且 
术 站 区 
al oa aa | 关 0. (5.8) 
疮 洒 “ 奉 村 ， 起 员 
由 此 可 见 ， 射 影 平面 的 射影 变换 用 非 齐 次 射影 坐标 表达 时 ， 是 平面 
的 分 式 线性 变换 . 


S.4 仿 射 -射影 变换 


考虑 扩大 的 欧 氏 平面 Te 上 的 把 无 穷 远 直 线 映 成 无 穷 远 直 线 的 身 
影 变 换 ， 这 样 的 射影 变换 称 为 仿 射 -射影 变换 . 

取 一 个 仿 射 - 射 影 变换 r， 在 Te 上 取 一 个 基底 工 [4 ,4，,4: , 匹 ] ， 
使 得 4 ，42 为 无 穷 远 点 ， 这 时 点 的 齐 次 射影 坐标 也 就 是 点 的 齐 次 仿 
射 坐标 ， 非 齐 次 射影 坐标 也 就 是 点 的 仿 射 坐标 . 设 r 在 工 中 的 公式 
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仍 为 (5. 5) 式 ， 由 于 无 穷 远 直 线 xs =0 上 的 点 均 变 成 无 穷 远 点 ， 因 此 
由 《5. 5) 式 得 


41 CI 0 0 1f 3 
Al xz |=|oa as as lz (3.9) 
0 al 0 03 八 0 


取 % =1，xs =0,， 得 cl =0; 取 2 =0， 2 =1， 得 os =0. 于 是 er 在 
工 中 的 公式 成 为 


1 CI 0 Qi 1 
hx |=| ac an as|x， |. (5. 10) 
人 人 网 
由 于 ec 的 公式 中 的 系数 矩阵 应 为 非 奇 异 的 ， 因 此 有 
CI Cl2 
033 关 0， 
Q21 Co22 


从 而 os 关 0. 令 


也 一 


Ca33 
则 在 工 中 的 公式 又 可 写成 
xl Cl Cia Cl 1 和 
和 A| x2 | = cz Ca CC | xx2 | (5. 11) 
3 0 0 1T 八 za 
5 
其 中 从 是 并 且 
1 Cl 
关 0. (5. 12) 
C21  C22 
现在 考虑 元 上 的 任 一 通常 点 M(x ,zx ,2 ) ， 设 它 的 仿 射 坐标 为 
1 42 


(xz)7， 则 xz= 了 ,了 = 守 ， 设 M 在 下 的 像 M'(M' 必 为 通常 点 ) 的 


汪 3 


仿 射 坐标 为 (*' ,y') .由 用 非 齐 次 射影 坐标 表达 的 公式 (5.7) 得 


渍 ci% +Ccoy + Cl3， (5 13) 
yY"= ci% 二 cooy 士 C23， 

由 (5. 12) 式 知 ， 公 式 (5. 13 ) 的 系数 矩阵 是 非 奇 异 的 ， 这 说 明 ，ro 上 
的 仿 射 - 射 影 变换 e 限制 到 r。 上 时 ， 它 是 仿 射 变换 (5.13).， 在 这 个 
意义 上 ， 我 们 可 以 说 : 仿 射 变换 是 特殊 的 射影 变换 


习 题 7.5S 


1. 在 射影 平面 上 ， 取 一 个 基底 [4, ,4 ,4 ,] ， 求 把 点 刀 (1,0,1) ， 
B.(2,0,1)7，B;(0,1,1)7，F(0,2,1) 分 别 映 成 基点 4 ，4: ，43， 
五 的 射影 变换 er 的 公式 . ， 

2. 在 射影 平面 上 ， 取 一 个 基底 [4 ,4 ,43: , 歼 ]， 设 Bi(z=1,2,3) 
为 坐标 三 角形 的 顶点 4 和 单位 点 五 的 连 线 
4 五 与 对 边 的 交点 (如 图 7.17)， 求 把 4,， 
4 ，4; 分 别 映 成 B, ，B, ，B， 的 射影 变换 公 


式 的 一 般 形式 . 
3. 在 扩大 的 欧 氏 平面 上 ， 求 出 把 直线 
图 7.17 xj =0，x =0，xa =0 分 别 映 成 直线 aixt + 


bo +exs =0(i=1,2,3) 的 射影 变换 公式 的 一 般 形式 . 
4. 证 明 : 在 射影 平面 上 ， 以 坐标 三 角形 的 三 个 顶点 为 不 动 点 的 
射影 变换 公式 的 一 般 形式 是 


在: 全 CC 0 0 
从 %2 5 0 忆 0 YX%2 | 
光 3 0 0 C X3 


其 中 ，5，e 均 可 取 任 意 非 零 实 数 ， 
5. 在 射影 平面 上 ， 设 射影 变换 e 的 公式 为 


0 1 1Y2% 
=|-1 2 1|x |， 
2 3 八 故 


了 
%1 


> 


于 
X%2 


起 
3 


求 ce 的 不 劲 点 和 不 变 直 线 . 
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“6. 设 射 影 平面 上 的 一 个 点 变换 rc 有 不 动 点 4 和 不 动 直 线 jn (hm 
上 每 点 均 不 动 ) ，4 不 在 m 上 ， 并 且 对 于 每 个 其 他 点 己 ， ee 
4P 上 的 点 已， 使 得 (4,Po;P,P')=e， 其 中 Po 是 4P 和 5 的 交 
是 常数 ( 关 0,1) ， 证 明 : ec 是 射影 变换 ， 此 时 称 e 为 透射 ， 
中 心 ，5 为 透射 轴 . 


8$86 配 极 ， 二 次 曲线 的 射影 分 类 


6.1 射影 平面 上 的 二 次 曲线 
射影 平面 上 ， 射 影 坐 标 满足 二 次 齐 次 方程 


ax ax2+ 03x3+ 2ap5xixa+2aaxixs+2aoxox = 0 (6.1) 
的 点 构成 的 集合 称 为 二 次 曲线 . 
显然 ， 若 点 M(x xx) 在 二 次 曲线 (6.1) 上 ， 则 它 的 任 一 射 
影 坐标 (Axi ,Axa ,Axs) 满足 方程 (6.1); 并 且 二 次 曲线 (6.1) 在 任意 
基底 下 的 方程 仍 是 二 次 齐 次 方程 . 
把 二 次 曲线 方程 (6. 1) 的 左 端 简 记 作 RCxi za,xs) ， 它 可 以 写成 


C 0 4 1 3%l 
下 (xi 区 一 (xi ,%a y%3 ) Qi2 C22 C23 


CI13 023 033 


X2 |， 


其 中 系数 抢 阵 4 =(〈oz) 是 对 称 和 矩阵 ， 如 果 4 是 非 奇 异 的 ， 则 称 二 
曲线 (6. 1) 为 非 退 化 的 ; 否则 ， 称 为 退化 的 . 
方程 (6.1) 可 写成 


和 4 四 = 0， 《6.1) 
其 中 方程 (6. 1) 也 可 以 写成 
oma =0， 其 中 ay = or (6.1)” 


现在 考虑 扩大 的 欧 氏 平面 元 To 在 re 上 取 一 个 直角 标 架 [0O, ;el ,e; ] ， 
相应 的 7 的 基底 记 作 TI， 则 点 下 在 工 中 的 射影 坐标 (x% ,xz ) 就 是 政 
的 齐 次 坐标 .于 是 并 在 [ 0 je， ;ez ] 中 的 仿 射 坐标 为 
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1 
涛 5 三 5 
3 X3 
设 给 了 二 次 曲线 S， 它 在 工 中 的 方程 为 (6. 1) 式 . _ 
情形 1 Ci1) Ca22， Cl2 不 全 为 零 . 通常 点 M(z zx) 在 3 上 
的 充分 必要 条 件 是 MN 的 仿 射 坐标 (*,y) 适合 
axz+ ao +2aoxy +2a3x +2a3y +asy= 0. (6.2) 
无 穷 远 点 N(x ,z,0) 在 3$ 上 的 充分 必要 条 件 是 W 相应 的 re 上 的 方 


向 w(xi ,xz) 适合 


和 2 


CN 和 十 2 +2axix = 0， (6.3) 
这 表明 w(xi ,xs)7 是 re 上 的 二 次 曲线 (6.2) 的 渐 近 方向 ， 所 以 ， 当 
al，aa ，up 不 全 为 零 时 ， 元 上 的 二 次 曲线 $ 由 欧 氏 平面 rs 上 的 二 
次 曲线 (6.2) 以 及 它 的 渐 近 方向 所 对 应 的 无 穷 远 点 所 组 成 . 
情形 2 al =as =as =0. 这 时 通常 点 M(z zz)7 在 3 上 的 
充分 必要 条 件 是 它 的 仿 射 坐标 (*,y) 7 满足 方程 
2asx +2aay + ai = 0. (6.4) 
在 情形 2 下 ， 任 一 无 穷 远 点 的 坐标 都 满足 (6.1) ， 从 而 整 条 无 穷 远 直 
线 在 9 上 因此, 若 ou =oo =as =0, 则 3 或 者 由 一 条 射影 直线 
(6.4) 和 一 条 无 穷 远 直 线 组 成 ， 或 者 由 一 对 重合 的 无 穷 远 直 线 组 成 . 
总 之 ， 射 影 平 面 元 上 的 二 次 曲线 8 有 11 种， 其 中 9 种 分 别 是 
欧 氏 平面 r。 上 的 二 次 曲线 并 且 补 充 了 它 的 渐 近 方向 所 对 应 的 无 穷 远 
点 ; 另外 2 种 是 : 一 条 射影 直线 (6.4) 和 一 条 无 穷 远 直 线 ， 一 对 重合 
的 无 穷 远 直线 . 


6.2 二 次 曲线 的 切线 
现在 研究 直线 与 二 次 曲线 相交 的 情况 设 直 线 PQ 的 参数 方程 为 
Xi = AD; +Aqi， 人, 风 不 全 为 零 ， 寺 L= 1,2，,3. (6.5) 
代入 二 次 曲线 $ 的 方程 (6.1) 中 ， 得 
忆 1 41 
中 加 = 0， 
了 3 43 


[A(Cpipa;ps) +ACq ga 9) 4 人 
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即 
AR(P Pa ,Ps )+ AP(gi ga 9)+2MF(Pipa,psigi ga 0g3) = 0， 
(6.6) 
其 中 
9 
克 (pi ,pa ,pig ga 0 ) = (Pi co . 
93 


如 果 F(pl psp)= 玉 (ogg)= 下 (pp,psig gg9)=0， 则 
》, 风 可 取 任 意 不 全 为 零 的 实数 ， 从 而 直线 PQ 的 所 有 点 都 在 二 次 曲 
线 S 上 . 
如 果 F(p ,pps) ， 巨 (gga ,9 ) ， 已 (Pi ,pa ,pi;9i 92 9 ) 不 全 为 
零 ， 则 (6. 6) 式 可 确定 : /的 两 个 值 (不 同 的、 相同 的 或 虚 的 ) ， 从 
而 得 到 直线 PO 与 二 次 曲线 $ 有 两 个 交点 (不 同 的 、 重 合 的 或 虚 的 ). 
定义 6.1 车 直线 工 与 二 次 曲线 S 有 重合 的 两 个 交点 ， 或 者 工整 
个 在 3 上 ， 则 称 工 是 $ 的 切线 ， 它 们 的 交点 称 为 切 点 . 
设 直线 了 是 $ 的 切线 ， 切 点 为 P_ 在 工 上 任 取 一 点 0 (<P) ， 设 
忆 ，0 的 射影 坐标 分 别 是 (Pi ,ps ,ps )  ，(q 0 9) ， 工 的 参数 方程 为 
(6.5) 式 ， 因 为 了 荆 与 $ 有 二 重 交 点 已 ， 所 以 (6.6) 式 确定 和 : 风 的 两 个 
相同 的 值 ， 从 而 得 
[FF(p, ,pa ,psigi 92 93 ) ]” - 已 (Pi pa,ps) ，R(g gg) = 0. 
由 于 已 在 3 上， 所 以 F(pi ,ps ,ps)=0， 从 而 由 上 式 得 
巨 (Pi ,pa ,pig1 ,9 ,93) = 0. 《6.7) 
切线 二 上 任 一 点 Q(9 ,9 ,93)7 均 适 合 方程 (6.7) ， 即 适合 方程 
X1 


〈《P， ?了 2 Da3 中 


X3 


= 0. (6.8) 


若 (p ,p,p3)4 关 0， 则 (6.8) 是 一 次 齐 次 方程 ， 它 就 是 切线 工 的 方 
程 . 若 (P， ? 忆 2 ,Pp3 ) 太 =0， 则 X1，X2， MX%3 可 取 任 意 不 全 为 零 的 实数 值 . 
这 意味 着 扩大 的 欧 氏 平面 上 任 一 点 与 点 已 的 连 线 都 是 $ 的 切线 . 
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二 次 曲线 S 上 的 点 P(p ,P, ,p;)7， 如 果 使 得 
(P， Da ,Pa ) 人 = 0， 


则 称 它 是 $ 的 奇 点 
显然 ， 非 退化 的 二 次 曲线 没有 奇 点 (因为 4 非 奇 异 ). 
设 直 线 工 整个 在 9S 上 ， 则 仍 可 得 到 (6.7) 式 ， 因 此 仍 有 上 述 


结论 . 
6.3 极点 和 极 线 


取 点 P(p ,pa ,p3) 7 不 在 二 次 曲线 9S 上 .过 点 尸 引 任意 一 条 直线 
工 ， 使 得 工 与 $S 有 两 个 不 同 的 交点 C， 刀 ; 
作 点 尸 关于 6, 妃 的 调和 共 斩 点 O， 即 
作 @O， 使 得 (C,B;iP,O)= -1. 用 这 样 的 
方法 所 作 的 点 Q 的 几何 轨迹 称 为 点 己 关 
于 二 次 曲线 $ 的 配 极 ， 而 点 P 对 于 配 极 
而 言 称 为 极点 (如 图 7. 18). 
现在 来 求 点 已 (Pi 人 2 ，D3 ) 关于 二 次 
曲线 $ 的 配 极 的 方程 设 0(q ,gw ,di)7 
图 7.18 是 配 极 上 任 一 点 ， 则 直线 PO 的 参数 方 
程 为 (6.5) 式 ， 它 与 8 的 交点 C， 刀 对 应 的 参数 值 \,，/ 满足 (6.6) 
式 . 设 A，m 和 As ， 几 是 满足 (6. 6) 式 的 两 组 值 ， 则 点 6G 的 坐标 为 
(AiPi+ HigiAipat+ Higa AiPps+Hig3) ， 


点 互 的 坐标 为 
(Azpi+ Hagi,Aazpa+ Magz ,2ps+ Mags ) ， 
从 而 
(P,0;6, 有 = 皇 人 
Ma Hi 
因为 (P,0icC,BE)=(c,EIP,O)= -1， 所 以 


于 是 由 (6. 6) 式 得 
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_FCP， ;Pa ,Dai9g1， 203) = 0. 
这 说 明 ， 点 己 关 于 3 的 配 极 上 的 任 一 点 O(g ,9 ,9 )7 满足 


(Pi ;P2 站 0. (6.9) 
由 于 尸 不 在 $S 上 ， 所 以 (PP ,Ps)4<0， 从 而 (6.9) 式 是 如， 和 
的 一 次 方程 ， 于 是 点 P( ES3) 关 于 3 的 配 极 上 的 任意 一 点 0 都 在 表 线 
(6.9) 上 .为 简便 起 见 ， 干 脆 把 整 条 直线 (6.9 ) 称 为 点 P( ES) 关于 
二 次 曲线 $ 的 配 极 ， 因 此 配 极 也 称 为 极 线 ， 它 的 方程 是 (6.9) ， 或 者 
写成 

aipixi = 0. (6. 10) 


呆 


若 点 P(pi ,pa ,P) 在 二 次 曲线 S 上， 且 己 不 是 3 的 奇 点 ， 则 以 
已 为 切 点 的 切线 方程 (6.8) 与 (6.9) 式 形式 一 样 ， 因此， 这 时 我 们 把 
以 己 为 切 点 的 切线 就 称 为 点 P( seS) 关 于 3 的 极 线 . 

若 点 已 (P， 32 ,Da ) 是 3 的 奇 点 ， 则 (P， 2 天 =0， 从 而 To 可 
任 一 点 都 满足 方程 (6.9)， 因此， 这 时 我 们 把 任 一 条 直线 都 看 作 奇 点 
忆 的 极 线 . 


极 线 有 两 条 重要 性 质 : 
(1) 点 己 的 极 线 上 的 任何 一 点 @ 的 极 线 经 过 点 已 


证 明 在 点 PP(pi,p,p) 的 极 线 上 任 取 一 点 0(9 ,9 9; )7， 


则 有 
d1 
(P， oo 0. 
d3 


上 式 两 边 取 转 置 ， 得 


i 
(9 92 93 )4 Pa: | = 0. 
3 
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这 表明 点 尸 在 点 Q 的 极 线 上 . 口 
(2) 点 己 的 极 线 经 过 点 P 的 充分 必要 条 件 是 已 在 二 次 曲线 $ 上 
证 明 点 P(p,p;p)7 在 自己 的 极 线 上 的 充分 必要 条 件 是 

Pi 

二 0 ， 


(pi ,pa ,ps )A 了 > 


了 3 
即 己 在 $ 上 . 口 

若是 非 退化 二 次 曲线 ， 则 $ 没有 奇 点 ， 因 此 元 上 每 一 点 尸 都 
有 关于 3 的 唯一 的 极 线 ， 反 之， 克 。 上 的 每 一 条 直线 站 xi + boxa + bxs 
=0 必定 是 某 一 个 确定 的 点 关于 8 的 极 线 ， 这 是 因为 (pl ,pa ,ps)4 = 
(5 25 ) 有 唯一 的 解 : 

(Pi pa,p3) =〔 太 025)47 

定义 6.2 设 $ 是 非 退 化 二 次 曲线 ， 志 上 的 点 的 集合 与 直线 的 
集合 之 间 有 一 个 一 一 对 应 7: 点 己 对 应 于 它 关于 $ 的 极 线 上 ， 直 线 
对 应 于 它 关 于 8 的 极点 Q,。 称 r 是 扩大 的 欧 氏 平面 元 关于 $ 的 配 极 
了 映射. 

配 极 映射 保持 关联 性 ， 这 是 因为 如 果 点 已 在 直线 工 上 ， 设 工 是 
点 0 的 极 线 ， 则 点 尸 的 极 线 六 经 过 点 0.. 


6.4 自 配 极 三 角形 


定义 63 设 $ 是 射影 平面 元 上 的 一 条 二 次 曲线 ， 记 上 的 一 个 
A4BC 称 为 关于 $ 的 自 配 极 三 角形 ， 如 果 它 的 每 一 条 边 是 对 顶点 的 极 线 . 

定理 6.1 对 于 射影 平面 元 上 的 任意 一 条 二 次 曲线 8S， 都 存在 
关于 3 的 自 配 极 三 角形 

证 明 在 二 次 曲线 $ 外 任 取 一 点 4， 设 4 的 极 线 是 已 ， 则 4 不 
在 地 上 . 

情形 1 志 不 是 整个 在 3 上 ， 此 时 在 二 上 取 一 点 B， 使 刀 不 在 3 
上 设 四 的 极 线 是 已， 因为 有 在 忆 上 ,所 以 4 在 总 上 因为 了 ES， 
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所 以 召 不 在 上 上， 从 而 如 不 是 环 与 Z 的 可 
交点 ， 设 忆 与 的 交点 为 C， 于 是 4，B， 4 
C 可 以 构成 一 个 三 角形 .因为 C 在 到 上， 


所 以 4 在 C 的 极 线 上 ， 同 理 ，B 在 C 的 极 线 书 < 

上 . 因此 4, 的 连 线 工 是 C 的 极 线 (如 图 

7. 19)， 于 是 ， A48C 是 自 配 极 三 角形 . 图 7.19 
情形 2 六 整 个 在 $S 上 . 此 时 3$ 必 为 

一 对 重合 直线 ， 从 而 已 上 每 一 个 点 都 是 $ 的 奇 点 (根据 奇 点 的 定义 ， 

通过 计算 可 得 )， 在 上 上任 取 两 点 B，C， 则 和 A4BC 是 自 配 极 三 角 

形 . 口 


6.5 二 次 曲线 的 射影 分 类 


任 给 一 条 二 次 曲线 3S， 它 在 基底 工 中 的 方程 为 (6. 1) 式 ， 现 在 取 
关于 $ 的 一 个 自 配 极 三 角形 48C 作为 坐标 三 角形 建立 一 个 基 记 
Ifr[4,B8,C,]. 设 $ 在 芝 中 的 方程 为 

> aysra = 0. (6.11) 
A4BC 的 三 条 边 BC，4C，4B 在 开 中 的 方程 分 别 为 
xi=0， 迷 =0， 和 =0. 
因为 BC 是 点 4 的 极 线 ， 所 以 BC 在 下 中 的 方程 又 应 为 
Ci1 Ci Ci3 区 1 
(1;0,0)| ac oo ao | x，|=0， 
aa aa ao 八 zy 
即 
anxzT +aDxy 二 aoxy =(0. 
于 是 得 oo =0， 5 =0. 同 理 ， 因 为 4C 是 点 互 的 极 线 ， 所 以 可 得 oo 
=0， 吃 =0. 于 是 3 在 下 中 的 方程 成 为 
ax + ax aoxy2= 0. (6. 12) 


适当 选取 自 配 极 三 角形 的 顶点 的 次 序 ，(6. 12) 式 可 分 为 以 下 几 
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种 情形 : 
情形 1 Aizr +Aax2 +TAa =0，AIA2A3 关 0; 
情形 2 Aixr +Az =0，AAs0; 
情形 3 Aix =0，Ai 关 0. 
再 取 基 底 亚 ， 使 得 T 到 焉 的 坐标 变换 公式 为 


pz” = 二 


人 


从 情形 1 可 得 
(1) 旭 + 有 下 十 芭 =0; 
(2) 宥 + 入 一 入 =0. 
从 情形 2 可 得 
(3) 妈 + 乱 =0; 
(4) 科 一 入 =0. 
从 情形 3 可 得 
(5) 入 =0. 
因此 ， 任 给 一 条 二 次 曲线 $S， 我 们 总 可 以 适当 选取 一 个 基底 ， 使 
得 $ 的 方程 为 上 述 这 五 个 方程 中 的 某 一 个 ， 由 于 射影 坐标 变换 公式 
与 射影 变换 的 公式 在 形式 上 类 似 ， 因 此 由 上 述 结论 知 ， 对 于 任 给 的 
一 条 二 次 曲线 3， 我 们 总 可 以 作 一 个 适当 的 射影 变换 ， 使 得 $ 变 成 一 
条 新 的 二 次 昌 线 $'， 而 $' 在 原来 基底 中 的 方程 为 下 述 之 一 : 
Xi 十 %2 十 03 = 0， 22 十 2 一 = 0， 
8 2 2 5 (6. 13 ) 
x+ =0， xs-x% =0，x%i = 0. 
前 两 条 二 次 曲线 是 非 退 化 的 ， 后 三 条 是 退化 的 不 难看 出 ， 这 五 条 
二 次 曲线 彼此 不 射影 等 价 (所 谓 的 两 条 曲线 射影 等 价 ， 意 思 是 存在 一 
个 射影 变换 把 其 中 一 条 映 成 另 一 条 )， 这 样 我 们 就 得 到 
定理 6.2 ”射影 平面 上 所 有 二 次 曲线 分 成 五 个 射影 类 ， 它 们 的 
表 是 (6. 13 ) 式 中 五 个 方程 所 分 别 表示 的 曲线 ， 其 中 前 两 类 都 是 非 ; 
化 的 二 次 曲线 ， 后 三 类 都 是 退化 的 二 次 曲线 . 
容易 看 出 ， 第 一 类 都 是 没有 轨迹 的 二 次 曲线 ; 第 二 类 里 的 二 次 


三 福 
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曲线 是 原 欧 氏 平面 上 的 燃 圆 、 双 曲线 和 抛物 线 并 
且 补 充 了 它们 的 渐 近 方向 (如 果 有 的 话 ) 所 对 应 的 So7 
无 穷 远 点 ; 第 三 类 的 二 次 曲线 都 是 一 个 点 ; 第 四 

里 的 二 次 曲线 都 是 一 对 相交 直线 ;第 五 类 的 二 次 

曲线 都 是 一 对 重合 直线 . 


射影 平面 上 的 枯 圆 、 双 曲线 和 抛物 线 在 同一 2 
个 射影 类 里 ， 这 是 不 奇怪 的 ， 璧 如， 在 中 心 投影 MA 
下 ， 椭 圆 、 抛 物 线 和 双 曲 线 可 以 互 变 : 椭圆 是 平 
面 r 与 圆锥 面 的 交 线 ， 抛 物 线 是 平面 r, 与 圆锥 图 /20 

面 的 交 线 ， 于 是 以 圆锥 顶点 为 中 心 的 从 元 到 元 的 中 心 投影 把 权 圆 


映 成 抛物 线 ( 如 图 7.20) ; 其 余 类 似 . 
-6.6 斯 坦 纳 定理 ， 巴 斯 卡 定理 ， 布 里 昂 香 定理 


本 小 节 讨 论 非 退 化 二 次 曲线 的 三 个 定理 . 本 小 节 所 指 的 非 退化 
二 次 曲线 都 把 无 轨迹 除外 . 
斯 坦 纳 (Steiner) 定理 ”如果 一 条 非 退 


外 、、，。 化 一 次 曲线 了 上 给 定 四 个 不 同 的 点 4， 人 ， 

4 ，4:， 则 3 上 任意 一 点 己 与 它们 的 连 狗 

的 交 比 ( P4，,P4:;P4;,P44) 是 一 个 常数 (与 
和 2 点 已 在 3$ 上 的 位 置 无 关 )， 如 果 点 已 与 给 


定 的 四 个 点 中 某 一 个 点 (譬如 4, ) 重合 ， 则 
图 7.21 444 ，444: ，444; 与 点 4 处 的 切线 4.7 的 
交 比 (444, ,444:;444: ,447) 仍 等 于 上 述 常 数 ( 如 图 7.21). 
证 明 易 看 出 4 ，4:，4: ，4, 是 一 般 位 置 的 四 个 点 ， 因 此 可 取 
基底 为 [4，,4; ,4; ,44]， 于 是 ，$ 的 方程 为 
CizxXi%a 二 Q23X2X3 二 Ci3X1X3 = 0， (6. 14) 
其 中 aaazaabs 送 0， 并且 cs + as +aa =0. 不 失 一 般 性 ， 可 设 
a3=1，aaos= 一 5，awo= 天 -1，Ks0，,1. 
于 是 (6. 14) 式 成 为 
Xa%3 一 xiX3 + (天 一 T)xix = 0. (6. 15 ) 
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设 点 已 坐标 为 (xs 2,x) ， 则 它们 满足 方程 (6.15)， 直线 P4,， 
P4, ，P4, ，P44 的 方程 分 别 为 
X 刀 22 0， xi-MR = 0， 一 aoXi+XX2= 0， 
(2a 一 %s ) 下 一 (xi 一 xa)X2+ (Xi %a)A3 = 0， 
从 而 P4|，P4, ，P4,，P4, 的 射影 坐标 分 别 为 
(0 ，x3 ， 一 和) ， (xs ;0 ， -Xi ) ， 
XI (0， X%3 一 2) - x2(x3，0， -2%) ， 
(xs -%)(0，x3， 一 和) + (《x2z 一 x3 )(x3 0， -si) ， 
因此 
人 


MX3a 一 1 Xi 2 (%1 一 253) 
X2 2/ 一 %o (xs 一 ) 
由 (6. 15 ) 式 可 得 


因此 
(P4 ,P4,;P4: ,P44 ) = 天 

当 点 已 趋 近 于 4, 时 ，( P4,,P4,; P4,,P44) 总 是 等 于 上 ， 而 割 线 

P4, 趋 近 于 切线 447， 于 是 经 过 取 极 限 就 得 到 
(444 444234443 ,447) = 天 口 ] 

利用 斯 坦 纳 定理 可 以 证 明 下 述 的 巴 斯 卡 定理 : 

巴 斯 卡 (Pascal ) 定理 ”一 条 非 退 
化 二 次 曲线 的 内 接 六 角形 的 三 对 对 边 
的 交点 一 定 共 线 ， 即 如 果 4，B38，(C， 


上 ,， 设 4B' 与 4 万 交 于 已 , 4C' 与 4C 交 
于 0O，BC' 与 BC 交 于 尺 , 则 PP，@,，RR 
共 线 (如 图 7.22). 

证 明 设 BC' 与 直线 PO 交 于 及. 若 能 证 得 R =R， 则 尺 在 
PO 上 . 
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设 BC 与 4'C 交 于 已 ，4C 与 4'B 交 于 6， 从 线束 Q ( 线 东 0 指 

所 有 经 过 点 @ 的 直线 构成 的 集合 ) 与 割 线 BC' 来 看 ， 有 
(@B,CHiQOC ,0OR) = (有 BBC RD) 

从 线束 0 与 割 线 B4' 来 看 ， 有 

(@B,CHiOC OOR) = (08,04;06,0P) = (B,45C,P). 
由 上 两 式 得 

(B,BiCR)= (B,423C,P). (6.17) 

再 从 线束 4 与 割 线 B4' 来 看 ， 有 

(B,4'3C,P)= (4B,44'46,4P) = (4B 44;4C7 ,4B7)， 


(6. 18) 
对 于 线 东 4 和 线束 C， 用 斯 坦 纳 定理 ， 得 
(4B,44'34C',4B) = (CB,C4 ;CC CBE， (6. 19) 
再 从 线束 C 和 制 线 BC' 来 看 ， 有 
(CB,C4; CC ,CB') = (有 B, 百 ;CR)， (6. 20) 


由 (6.17) 一 (6. 20) 式 得 

(了 , 玉 ;CR) = (已 , 玖 ;CRR) ， 
从 而 尺 , = 及 ， 即 尽 在 直线 PO 上 . 口 

巴 斯 卡 定理 的 对 偶 命题 是 下 述 布 里 
昂 香 定理 ， 

布 里 昂 香 (Brianchon ) 定理 ”连接 非 


退化 二 次 曲线 的 外 切 六 边 形 的 对 顶点 所 
成 的 三 条 直线 相交 于 一 点 (如 图 7.23 ). 图 7.23 
习 题 7.6 


1. 在 射影 平面 上 给 了 下 列 五 个 点 ， 
求 由 它们 所 确定 的 二 次 曲线 : 
4(1;=10) (20，-1)7 0(02，- 177， 
(1,4, -2)7，(2,3，-2)7. 
2. 求 经 过 点 4(1,0,1) ，B8(0,1,1)7，C(0, -1,1)7 且 以 直线 
站 : xi -xs =0 和 直线 岂 : xs -> =0 为 切线 的 二 次 曲线 . 


3. 求 点 P(1,2,1)7 关于 二 次 曲线 
S; 2 一 To 一 2xix -4xix = 0 

的 极 线 . 

4. 证 明 : 不 在 二 次 曲线 S 上 的 每 个 无 穷 远 点 的 极 线 是 共 罗 于 此 
无 穷 远 点 所 对 应 的 方向 的 直径 . 

5. 证 明 : 非 退化 二 次 曲线 $ 的 中 心 ( 若 有 的 话 ) 的 极 线 是 无 穷 远 
直线 . 

6. 证 明 : 双 曲 线 上 的 无 穷 远 点 的 极 线 是 它 的 渐 近 线 ， 从 而 双 曲 
线 上 无 穷 远 点 处 的 切线 是 渐 近 线 

7. 证 明 : 抛物 线 上 的 无 穷 远 点 的 极 线 是 无 穷 远 直 线 ， 从 而 无 穷 
远 直 线 是 抛物 线 的 切线 . 

8. 证 明 : 圆锥 曲线 ( 即 椭圆 、 双 曲线 和 抛物 线 ， 以 下 同 ) 的 焦点 
的 极 线 是 准 线 . 

9. 从 圆锥 曲线 外 一 点 已 作 圆锥 曲线 的 切线 的 方法 为 : 从 己 作 任 
意 两 条 直线 岂 ， 九 ， 使 得 乙 (i = 1,2) 与 圆锥 曲线 交 于 G， 瓦 ， 连 接 
瓦 G,， 互 百 ; 连接 G,G, ， 它 与 及 囊 交 于 4; 连接 思 c， 它 与 到 6， 
交 于 B; 连接 4B， 它 与 方 ， 疡 分 别 交 于 0 ，Q@:， 与 圆锥 曲线 交 于 
C,，C,; 连接 PC,，PC;,， 它 们 就 是 从 己 所 引 的 圆锥 曲线 的 两 条 切线 
(如 图 7.24)， 说 出 这 种 方法 的 理由 . 


图 7.24 


“10. 怎样 用 直 尺 作 过 圆锥 曲线 上 给 定点 的 切线 ? 
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“11， 对 于 非 退化 二 次 曲线 $S， 给 了 一 个 配 极 映射 r， 它 把 点 
P(xz ,xs 92) 对 应 于 点 己 的 极 线 3 设 了 的 公式 为 


和 2 0 -1 
Po |= 0 1 工 | x2z |， 
《3 三 0 MX3 


(1) 求 直线 工 : xi +xa +3 =0 的 极点 ; 

(2) 求 自 共 斩 点 的 轨迹 ( 若 一 个 点 己 的 极 线 经 过 己 ， 则 称 己 是 关 
于 3$ 的 自 共 斩 点 ， 易 知 ， 非 退化 二 次 曲线 $ 的 自 共 斩 点 的 轨迹 就 是 
二 次 曲线 8 本 身 ). 

“12. 证 明 : 如 果 一 个 完备 四 点 形 内 接 于 一 条 二 次 曲线 $S， 那 么 
的 三 对 对 边 的 交点 形成 一 个 自 配 极 三 角形 . 

“13. 证 明 : 对 于 射影 平面 上 任 给 一 般 位 置 的 五 个 点 ( 即 其 中 任意 
三 点 不 共 线 ) ， 有 且 只 有 一 条 二 次 曲线 经 过 它们 


习 题 工 I 
全 了 六 开 工 到 二 
了 4 =724-72， C= 了 4+7D， 人 
去 放 1 工 
网 = -二 a -8 
4，2， -AR 2， 4 
2. 5 = 本 1 本 有 人 


3. 点 用 是 线段 4B 的 中 点 生 全 4M = 


4. 利用 第 3 题 的 结论 . 


六 1 人 少 少 放 > 
C7 =4 -4C，4DP+BF+CP=0. 


6 大 -= 坟 ( 殉 + 而 )， 


7 分 情形 讨论 ， 等 号 成 立 全 4 与 六 同 向 (包括 a 与 忆 中 至 少 有 -_- 
个 为 0)， 

8 第 一 部 分 利用 命 古 1.5 的 结果 ， 第 二 部 分 的 回答 为 ， 否 ， 例 如 ， 
设 =2x，e 与 < 不 共 线 ， 则 cc，5 ， < 共 面 ; 但 是 e 不 能 表示 成 ce 
与 8 的 线性 组 合 . 

9 点 玉 在 直线 48 上 和 4 及 与 4 态 共 线 ， 然 后 利用 命题 1 1 

10. 四 点 4，B，C， 也 共 面 和 镶 ， 巡 ， 态 共 面 ， 然 后 利用 命 
题 1. S. 
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1 ， 


12. 


II3. 


14. 


1S， 


16. 


IT7. 


18. 


因为 4，B，C 不 共 线 ， 所 以 铺 与 4C 不 共 线 ， 于 是， 根据 命题 
1.4 得 , 点 下 在 4,，B，C 决 定 的 平面 上 < 厂 - 个 +y1C， 
其 中 人 ，z7 是 实数 ， 

点 及 在 A4BC 内 (包括 三 条 边 ) * 一 在 线段 BC 上 有 点 卫 ， 使 得 
玉 在 线段 4D 上 ， 然 后 注意 利用 例 1. 1 的 结果 . 

利用 第 12 题 的 结果 . 


设 下 是 对 角 线 4C 的 中 点 ， 去 证 殉 = 了 下 . 


设 两 条 中 线 4D 与 BE 交 于 点 ， 要 证 第 三 条 中 线 CP 经 过 点 1 
为 此 ， 只 要 证 5 政 = 下 6Kz 对 于 某 个 实数 天 成 立 ， 而 这 只 要 分 别 把 
5 芒 和 全 表示 成 大 与 刀 的 线性 组 合 即 可 看 出 ， 把 C 骨 表示 成 
态 与 姨 的 线性 组 合 的 办 法 是 : 设 矿 =A 妇 ,下 =w 琵 , 用 
两 种 方法 把 6 蓄 表 示 成 馆 与 马 的 线性 组 合 ， 其 系数 含 A 和 由 
然后 利用 推论 1. 1 的 结论 可 得 到 关于 和 ，/ 的 两 个 方程 ， 解 此 方程 
组 可 得 出 》 = 凡 = 全， 注意 ， 做 这 是 时 不 要 一 开始 就 用 4M = 子 4D 
的 结论 . 
设 五 下，6C， 了 ,开工 分 别 为 棱 4B，CD，BC，47D ，4C， BD 的 
中 点 ， 先 证 琵 = 豆 ， 从 而 BFC8 为 平行 四 边 形 ， 于 是 对 角 线 
BF 与 6 瓦 也 相 平分 于 M， 再 证 民 经 过 点 ML 为 此 ， 只 要 证 KR 
= 入 胡 对 于 某 个 实数 成立， 而 这 只 要 把 K， 友 都 表示 成 
太 ,，4C， 二 的 线性 组 合 便 可 看 出 . 
设想 -五 , 琵 -w 天 用 两 种 方法 把 同一 个 向 量 iC 表示 成 
述 与 4C 的 线性 组 合 ， 其 系数 含 ,从 ， 然 后 利用 推论 1.1， 可 
得 到 入 ，A 的 两 个 方程 ， 解 之 即 得 结论 . 
用 反 证 法 ， 假 如 结论 不 成 立 ， 则 可 以 设 

04 +04 +…+04 = 0OP， 


其 中 Px 0， 将 平面 绕 点 0 旋转 < 开 ， 设 点 己 变 成 点 0Q (<P)， 
则 政变 成 06 从 5B)， 由 于 0 是 正二 边 形 4i4s…4， 的 对 称 中 
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心 ， 所 以 当 平面 绕 0 点 旋转 季 时 ， 和 向 量 04 + 54 + + 殉 


不 变 ， 即 67 不 变 ， 矛 盾 . 
19. 平面 上 取 定 一 点 0 在 6 中 任 取 两 点 4，B， 利 用 C 的 定义 以 及 
例 1.1 的 结论 ， 去 证 线段 48 上 任意 一 点 M 属于 6C. 


习 题 工 2 


芝 对 四 天、 0 舍 ; PEG 的 坐标 为 ( 莫 击 ) 
4 4(C10)7， 0- 二 到， 而 的 全 标 为 [于 ,二 ， 莽 的 坐标 为 
(0,， -1) 7 
5. 4(0,0) ，B(1,0) ，RF(0,1)7，C(2,1)7，D(2,2)7， 忆 (1,2)7; 
项 的 坐标 是 (-1, -2)7，7 的 坐标 是 (-2，- 1)7 
6. 利用 习题 1. 1 第 11 题 的 结论 得 0 肪 = Ad +Hpds +zd ， 且 从 +U+7 
汪 : 


- 工 又 设 0 秦 -5 芒 ， 从 而 可 求 出 如 (村 , 读 洁 ) ， 


3 
7. (1) (0,16,-1) 7 (2) (-11, -9, -2)7. 
T 3 
8.D(3，-4,6)7， M( 玛 ， | 


9. 利用 命题 1.5， 考 虑 相应 的 齐 次 线性 方程 组 有 无 非 零 解 ， 
(1) 不 共 面 ，e 不 能 表示 成 <c，28 的 线性 组 合 ; 
1 2 
(2) 共 面 ， “= + 好; 
(3) 共 面 ，e 不 能 表示 成 <&，28 的 线性 组 合 . 


东 
10. 8 10.0,3] . 


1 设 点 也 ,， 瑟 , 下 分 别 是 A4BC 的 边 BC，C4，48 的 中 点 ， 则 点 严 ， 
刀 , 五 分 别 内 分 边 4B8，BC，C4 成 定 比 和 =1, =1,，y=1. 由 于 
AM =1， 因 此 根据 切 瓦 定 理 ， 三 线 4D ，BE，CP 交 于 一 点 只 
在 教材 例 2.3( 切 瓦 定 理 ) 的 证 明 中 ,已 求 出 交点 开 在 仿 射 标 架 


12. 


[4; 大 , 刀 ] 下 的 坐标 (*,y)7 为 


1 1 _ 1 
-To 人 -3 7 Tt+ 3 
二 


( 太 +14)= 二 4 万 由 于 点 也 的 坐标 


因此 大 -= 1 太 +34C- 


1 
3 
为 [33 入 十 ]3 罗 当 ， 因 此 点 到 ( A4BC 的 重心 ) 的 坐 


标 为 


( 王 MX2 十 X3 YI 二 ya 十 Ya 21 十 22 十 ， 
3 ” 3 ” 3 
设 4D，BPE，CPF 分 别 是 A4BC 的 三 个 角 人 B4C，L48C，LBC4 
的 平分 线 ， 根 据 “ 三 角形 的 角 平 分 线 分 对 边 之 比 等 于 这 个 角 的 两 
边 之 比 "， 得 
4PF C4 BD _ 48 CE _ BC 


FEB 0C8， DC 46 了 84) 


于 是 点 正 分 线段 48 成 定 比 人 = 5 ， 点 也 分 线段 BC 成 定 比 几 = 


4B 玉 C 
4， 点 忆 分 线段 C4 成 定 比 >= 已 1 由 于 


py -=C44BBC - 
人 6546 玖 


因此 根据 切 瓦 定 理 ， 三 线 4D，BF，CF 共 点 
习 题 1.3 


(3a+20) . (2 -55)=14 -33V3. 
， 取 仿 射 标 架 [0; 研 ,0 访 ,5C]， 求 它 的 度量 参数 ， 并 且 求 点 P， 下 


的 坐标 .然后 利用 内 积 去 计算 长 度 和 角度 .可 求 出 
10P|1=，10UM| = 了 15 + 2 ， 


一 \W2424 + 46w3 


一 一 
《OP,0MN) = arccos 
6wW71 
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9. 


10. 
了 、 


12， 


卫 3. 


4. 


了 S. 


了 6. 


.计算 内 积 . 
. 用 研 , 1 刀 ， 态 表 出 各 个 向 量 ， 然 后 计算 . 
.将 等 式 的 左 端 按 内 积 的 性 质 进 行 计算 ， 当 e 与 怀 不 共 线 时 ， 此 等 


式 的 几何 意义 是 : 平行 四 边 形 两 条 对 角 线 的 长 度 的 平方 和 等 于 它 
的 四 条 边 的 长 度 的 平方 和 . 


《1) 不 正确 ; (2) 不 正确 ; (3) 不 正确 ; (4) 不 正确 . 
. um=354，|z| = V2310，|z| = Vi105， 


118 


5 ML 


《z& ,2 = arceos 


.|4B8| = V149，|4C| =3v231，|B8C| =2v235，|4D| =2vV35， 


BE = 村 VS， |CP| = 寺 V46T 


用 内 积 去 判断 A4BC 是 否 有 两 条 边 垂直 

取 仿 射 标 架 [4; 大 ,4C] ， 利 用 内 积 去 计算 长 度 

设 刀 已， 下 分 别 为 BC，C4，4B 的 中 点 ，4B，4C 的 垂直 平分 线 
交 于 点 必 ， 要 证 MD BC， 为 此 ， 去 计算 

2) 丰 .有 = [( 胡 + 无 + 5 有田 + (大 + 下 + 起 )] . 瑟 

设 四 面体 的 顶点 为 4，B，C，D， 取 仿 射 标 架 [L4; 太 , 也 , 态 ]. 
设 4B8 上 CD，4C 1L 上 BD， 要 证 4D 上 BC. 为 此 ， 去 计算 内 积 
胡 . BC 第 二 部 分 : 先 证 达 + 现 -= 态 + 瑟 ,从 而 | 下 + 起 
=| 妨 +8C|? ;再 证 大 + 态 - 丰 +: 仿 


COS Se 六 二 “ CO0S 二 全 
本 


3 


工 2 2 
008 1 B = arccos 本 ,7Y= arceos| - 


3 
不 正确 ， 例 如 ， 设 [0jel,ea,e:] 是 直角 标 架 ， 则 el . e; =e, . e,， 
且 e; 送 0， 但 是 e 关 e,. 
因为 <&，28，e 不 共 面 ， 所 以 存在 实数 请 ， 户 ,已 ， 使 得 二 = 启 @ + 
128 +1ac， 去 计算 守 . 守 ， 然 后 利用 内 积 的 正定 性 . 
利用 命题 1.5 以 及 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 的 充分 必要 条 件 是 它 
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9. 


的 系数 行列 式 等 于 零 . 
习 题 1.4 


. 利用 内 积 与 长 度 的 关系 、 外 积 的 定义 和 内 积 的 定义 ， 
. 计算 (ec -Gd) x(z8-c). 
.au x 的 坐标 是 (-12, -26,8) ， 以 a,，8 为 邻 边 的 平行 四 边 形 的 


面积 是 2v221. 


(3a+5 -ce)x(a-3+c) 的 坐标 是 (16,4,16) 
. 几何 意义 : 以 &，2 为 邻 边 且 定 向 为 & xz 的 平行 四 边 形 的 定向 面 


积 的 两 倍 等 于 以 它 的 两 条 对 角 线 为 邻 边 且 定 向 为 (& -2D)Xx(&+E) 
的 平行 四 边 形 的 定向 面积 . 


.分 别 用 e ,8 去 又 乘 等 式 c+B8+c=0 的 两 边 ,几何 意义 : 如 果 


Za+p+c=0， 且 ec，5，c 构成 一 个 三 角形 ， 则 以 ac,， 2 为 邻 边 且 定 
向 为 e xz 的 平行 四 边 形 的 定向 面积 等 于 以 及 ，*e 为 邻 边 且 定向 为 
六 xce 的 平行 四 边 形 的 定向 面积 ， 并 且 等 于 以 c，& 为 邻 边 且 定 向 
为 cxea 的 平行 四 边 形 的 定向 面积 . 


一 全 一 


. 设 A4BC 的 重心 为 M 取 仿 射 标 架 [4; 大 , 妮 ].， 计算 三 x 4 下 ， 


一 一 全 一 全 -一 一 > 
4Mx4C，BC xDBM. 


.在 几何 空间 中 取 右 手 直角 坐标 系 [ 0;el,e,e;]， 计 算 | 碎 x4C|. 


正 负 号 的 几何 意义 ; 当 嫩 到 万 的 旋转 方向 (转角 小 于 亚 ) 为 逆 时 
针 方向 时 ， 带 正 号 ; 为 顺 时 针 方向 时 ， 带 负 号. 
不 正确 . 


10. xz 与 xy 共 线 年 >xYx(zxy)=0， 然 后 利用 二 重 外 积 公式 答 


案 是 : x 与 xxy 共 线 > 与 了 共 线 . 


1 (1) x 在 & 上 的 分 量 与 ?在 & 上 的 分 量 相等 .或 者 说 ， 在 同一 起 


点 下 , x 与 了 的 终点 连 线 与 4 垂直 . 
(2) 在 同一 起 点 下 , xz 与 的 终点 连 线 与 4 平行 或 重合 . 
(3 ) 工 =》， 


12. 若 刀 与 & 不 垂直 ， 则 方程 ec xz = 无 解 . 下 设 Lx( 这 时 包括 


5 =0 的 情形 )， 根据 第 11 题 (2) 的 结论 ， 所 求 的 点 已 的 轨迹 是 
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13， 


TI4. 


与 4 平行 或 重合 的 一 条 直线 .为 了 确定 这 条 直线 ， 只 要 求 出 ex 
xz = 的 一 个 特 解 即 可 ， 可 求 出 x = ja| (5 xa) 是 axx = 的 一 
个 特 解 ， 从 而 点 书 的 轨迹 是 与 ^ = 94 平行 且 与 04 的 距离 为 
151|e| ”的 一 条 直线 ， 它 位 于 经 过 04 且 与 六 垂直 的 平面 内 ， 
且 在 直线 04 的 由 六 xa 指向 的 一 侧 . 

当 8 与 ec 不 垂直 时 ， 显 然 无 解 ， 下 设 8 Lec. 设 z 是 zea= 记 与 
Z xz=ec 的 解 ， 则 得 


CQCXxX(ZYXxD)=C&Xxc， 


从 而 得 
(CD5)XZ = RD +CXC. (1) 

从 (1) 式 可 得 到 ; 

情形 1 当 e 与 e 共 线 时 ， 无 解 . 

情形 2 当 a 与 c 不 共 线 ， 且 与 六 不 垂直 时 ， 有 唯一 解 : 
x=(da .5) (OPB +C xc)， 

情形 3 当 与 ec 不 共 线 ， 且 a4128 时， 如 果 c，a， 有 由 成 左手 

系 ， 则 无 解 ; 如 果 |4151s allelsin(e,e》， 则 也 无 解 ; 如 果 

c，4，j5 成 右手 系 ， 并 且 | 疡 上 81=|allelsin 人 ae》y， 则 有 无 穷 

多 个 解 ， 根 据 第 11 题 的 (1) ，z ,ea = 太 的 解 向 量 x 的 终点 轨迹 是 

与 “垂直 且 与 0 的 距离 为 发 | 的 平面 r,， 并 且 0 到 mi 的 指向 

与 ha 同 向 ; 根据 第 12 题 的 结论 ，x x8 = e 的 解 向 量 * 的 终点 轨 

迹 是 与 丸 = 0 太平 行 且 与 08 的 距离 为 |c| |8| -的 一 条 直线 7， 它 

位 于 经 过 0 且 与 c 垂直 的 平面 r, 内 ， 并 且 在 直线 08 的 由 六 xe 

指向 的 一 侧 ， 因 此 ，xz .ae = 与 过 xz =e 的 解 向 量 zx 的 终点 轨 壕 

是 平面 r, 与 mw; 的 交 线 ， 此 交 线 就 是 / 

(1) P=(cos9)r+(sing)e X 六 

(2) 过 尸 作 平 面 与 04 垂直, 设 04 与 了 交 于 点 B， 于 是 琵 

绕 研 右 旋 6 角 得 到 了 瑟 '， 对 融 利用 第 (1) 小 题 的 结论 ， 注 意 


(上 入 是 05 在 方向 0 上 的 内 射影 ， 答 案 是 : 
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王 . 
2. 
3. 


全 tn 少 


8. 


14. 


工 . 


一 全 一 人 
3 -人 OP.O0O4 


OP = cos0 OP + 


[元 (1 -os0) 04+ 语 条 开 x 殉 


习 题 1.5 


利用 内 积 的 定义 和 外 积 的 定义 . 
等 式 两 边 用 e 点 乘 . 
四 面体 48CD 的 体积 等 于 以 个 ，4C， 奶 为 棱 的 平行 六 面体 的 体 


积 二 四 面体 4BCD 的 体积 为 了 


利用 二 重 外 积 公 式 和 混合 积 的 性 质 . 

利用 拉 格 朗 日 恒等式 ， 

利用 二 重 外 积 公式 . 

(1) 利用 二 重 外 积 公式 ; 

《2) 利用 外 积 的 反 交 换 律 、 二 重 外 积 公 式 和 混合 积 的 性 质 . 
利用 第 7 题 (1) ，(2) 的 结果 . 


.YY，)》 与 xy 共 面 生 >xZxy (zxy)=0， 然 后 利用 内 积 的 定义 


《或 拉 格 朗 日 恒等式 ) ， 可 推出 x 与 了 共 线 ， 


.利用 二 重 外 积 公 式 和 混合 积 性 质 (或 拉 格 朗 日 恒等式 ). 
. 利用 第 10 题 的 结果 . 
. 设 a=xdi +yads +zdg， 两 边 用 中 xd 点 乘 ， 可 求 出 x， 同 理 ， 可 


求 出 y，z 


: 取 一 个 仿 射 标 架 ， 把 方程 组 的 系数 行列 式 的 第 1，2，3 列 分 别 看 


成 向 量 &, 8，e 的 坐标 .由 已 知 条 件 得 wa xb .cs0， 从 而 <c，D， 
< 不 共 面 . 然后 利用 定理 2. 1. 如 果 要 求 出 这 个 解 ， 可 利用 第 12 
题 的 结果 . 
因为 gw，8，c 不 共 面 ， 利 用 第 4 题 的 结果 知 ，C& xB， xc，cxa 
也 不 共 面 . 


习 题 2.1 
在 各 小 题 中 ， 由 已 知 条 件 ， 可 找 出 平面 上 的 一 个 点 和 两 个 不 共 线 
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向 量 的 坐标 . 第 (3) ，(4) ，(5) 小 题 平面 的 善 通 方程 可 以 有 更 简 
单 的 求法 : (3) 的 普通 方程 可 设 为 4x+By=0; (4) 的 普通 方程 可 
设 为 4x +Cz+DD=0; (5) 的 普通 方程 可 设 为 3x -27y + 了 D=0. 各 小 
题 的 方程 如 下 : 
(1) 19x+lly+1l3z-3=0; (2) 20x +12y+z--18=0; 
(3) x-3y=0; (4) Sx+3z-7=0; (53) 3x -27y -7=0. 

2. (1) 求 出 平面 与 三 根 坐标 轴 的 交点 ; 
(2) 此 平面 与 y 轴 平 行 ， 求 出 它 与 * 轴 ，z 办 的 交点 ; 
(3) 此 平面 过 原点 ， 求 出 它 的 两 个 不 共 线 的 向 量 ; 
(4) 此 平面 与 0Ozx 平面 平行 ， 求 出 它 与 y 轴 的 交点 . 

3. 在 3 阶 行列 式 上 添上 适当 的 一 行 ， 适 当 的 一 列 ， 变 成 4 阶 行列 式 ， 
它 的 值 等 于 原 3 阶 行列 式 ， 然后 利用 行列 式 的 性 质 . 

4. & 是 平面 与 轴 的 交点 的 第 一 个 坐标 ， 称 为 平面 在 * 轴 上 的 
截 距 ; 其 余 类 似 ， 

5$. 如 果 (c,b,c) 关 (aB,y) ， 且 (ace) 关 -(aB,7) ， 则 点 的 轨 
迹 为 两 个 平面 ; 其 余 情 况 可 类 似 讨 论 . 

6.、(1) 平行 ; (2) 相交 ;  〈3) 重合 . 

7.， 可 设 所 求 平 面 的 方程 为 4x + By + Cz+ 巨 =0. 

8. 利用 命题 1. 1， 是 恰 交 于 一 点 . 

9.， 用 反 证 法 . 

10， 利用 本 章 的 定理 1.4,， 得 Sx +z-5=0. 

1L. 将 的 坐标 代 人 平面 的 方程 . 

12， 可 利用 第 11 题 的 结果 ， 并 且 注 意 平行 平面 的 系数 之 间 的 关系 . 


42D 一 4 4 DB ( 
答 2 二 宇 > 过 二 全 
再 R7 作 人 4:，P， 


习 题 2.2 


1 (1)3x+y--2z+1=0. 
(2) 已 知 平面 的 法 向 量 平行 于 所 求 平 面 六 ， 于 是 上 已 知 一 点 和 
两 个 不 共 线 向 量 . 7 的 方程 为 3x -y-z-6=0. 
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2. 用 于 ， 忆 表示 已 知 的 两 个 平面 的 法 向 量 ， 则 mx 刀 为 所 求 平 面 
7 的 法 向 量 ，M(x,y,z)7 在 平面 了 上 二 下 及 .mm xm =0， 
3 AM 有 咏 术 的 面积 等 于 


人 
2 1 X 牙 3 二 214BC| ? 


四 面体 OMW2Ws 的 体积 等 于 


工 > 一 > 
于 |OM x 0OM OHMs | = 


1D 上 
6|4BC| 


4. 《1) (2) v2. 


| 刀 -DD| 
和 ， 一 一 一 一 一 一 -一 . 
MA4 ATC 
过 || 
6. 平面 与 > 行 . 答案 是 : 
平面 r 轴 平 行 案 1 


7. 设 平面 与 xY 轴 ，y 轴 ，z 轴 的 截 距 分 别 是 we，28，c， 则 根据 习题 
2.1 的 第 4 题 可 知 ，7 的 方程 为 


区 了 和 
人 
人 忆 C 


8. 利用 第 5 题 的 结果 .， 答案 是 : 
4x +By+Ccz+D+dv4+B+C =0. 
9. 4z+ 有 y+Cz+ 训 (Di+D)=0 


1 T 
了 0、arccos 人 aeeos| 下 | 
11， 用 r, 表示 平面 4x+B7y+Cz+Di=0G=1,2)， 用 7 表示 平面 
4x +By+Cz+D=0. 如 果 TrL7ri(=1,2)， 则 平面 束 中 任 一 平面 
都 与 了 垂直 .如果 至 少 与 mi 人 =1,2) 中 一 个 不 垂直 ， 则 与 六 
垂直 的 平面 的 方程 为 
(4:4+BB+CC)(C4Y +Yy+Ciz 二 DD) 
- (44+BB+CC)(4x+DB7y+Cz+D)= 0. 
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12.， 7; 与 ra 交 成 四 个 二 面 角 ， 相 对 的 两 个 二 面 角 的 角 平 分 面 是 同一 
个 ， 因 此 共有 两 个 角 平 分 面 ， 其 方程 为 
4iX +BYy+Cz+DD 42X +B27Y+Cz+D， 


13.， 设 定 比 为 上 (>0)、 取 一 个 直角 坐标 系 ， 使 得 r; 的 方程 为 z = 0. 
设 7 的 方程 为 4x+By+Cz+D=0， 则 到 , 的 距离 与 到 rr， 
的 距离 之 比 为 天 的 点 的 轨迹 的 方程 为 
4x+BY+(CLHWT+B+C)z+DI= 0. 
当 7riVz:， 且 8=1 时 ， 点 的 轨迹 为 一 个 平面 ; 其 余 情形 为 两 个 
平面 . 
14.， 设 ri ，7， 的 方程 分 别 为 
4x+By+Cz+D+ 必 =0，4xz+By+Cz+D- 刀 =0. 
在 mi 上 任 取 一 点 PCzi yi 和) ， 它 满足 
4xi+ 如 7 十 Czi 二 万 十 太 = 0 ， 


从 而 
4xi+ Byi+ Czi+ 万 -中 =-2d < 0. 
这 表明 ， 满 足 条 件 |4x + By + Cz+D| <d 的 点 与 ri 上 的 点 都 在 
平面 r: 的 同 侧 ， 类 似 地， 可知 满 足 题 设 条 件 的 点 与 rx 上 的 点 
都 在 平面 r, 的 同 侧 . 
1S.，|x| + 1y| + jzl <a 和 一 :x+ty+tz<a 而 x+zy+z=a 等 价 于 8 
个 三 元 一 次 方程 组 成 的 方程 组 ， 
16，Mi 与 Ma 在 平面 的 同 侧 生 汪 线段 WiMNM。 上 的 点 都 不 在 平面 
上 根据 第 一 章 的 例 1.1， 可 推出 线段 Wi,MN。 的 参数 方程 是 
X = (1 下 xi 十 态 ，， 
yY= (1-57t+t 好 0 到 并 <1. 
忆 二 (1 - 间 z1 士 z)， 
去 证 : 线段 MiM。 上 有 点 M(xz,y,z) 在 平面 7 上 擂 P 与 忆 
腊 号 . 


习题 23 
zY+2 7-3 zz-5. 3 
人 
2 (1) 3 - -二 ”- 二 


(2) 设 ! 的 单位 方向 向 量 为 wm， 则 吕 的 坐标 为 (cosa,cos8,cosy) ， 
其 中 ww， 8，7y 是 冲 的 方向 角 . 与 三 根 坐标 轴 的 夹 角 相 等 生 全 a 
=B=7 或 w=6=Tr-7y 或 w=T-B8=7y 或 w= 丰 -8B= 厅 -7 因为 


cos2a 上 + cos"B + cos"y =1， 所 以 在 每 一 种 情形 都 有 cos?a = 过 
于 是 w (或 -要 的 坐标 为 人 和 司 ， 或 (村 交 - 辐 或 


3 ”3 
( 宣 ， - 香 全 或 (全 ， ， 2 : 因此 过 点 (2,4, -1)7 有 四 
条 直线 满足 与 三 根 坐标 轴 夹 角 相 等 的 要 求 . 


XZ+1 _ 7 一 2 下 二 2 轴 
4. 上 本 人 和 4 
2 革 各 
s.， (1) 异 面 ; 《〈2) 异 面 . 

6. (1) 解 方程 组 


2 -- 1 
十 工 2 十 2 


攻 


3 = 汪 
3x +27y7+2z = 0， 
8 23、， 
点 2 
得 交点 坐标 为 { 订 , -， -五 ] ; 
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二 
(2) 交点 坐标 为 | - 子 ,0, 计 | 、 
7. 1 与 z 轴 相交 

生 人 /与 z 轴 有 唯一 公共 点 
4x+BD7y+Cz+DD =0， 
4x+By+Cz+D,=0, 有 了 唯一 解 


多 二 


< 一 方程 组 


y=0 
和 一 C,，0， 不 全 为 零 ， 并 且 CD = CD,. 
8，(1) 所 求 平面 经 过 汪 上 的 一 个 点 (1,0,0) ， 并 且 石 ，2 的 方向 
向 量 是 7 上 的 两 个 不 共 线 向 量 . r 的 方程 为 v-2y -1=0. 
(2) 根据 本 章 的 定理 1.4， 经 过 直线 六 的 平面 的 方程 可 写成 
(2x ~yY-2z+1) +Mx+y+4z-2)= 0. 
根据 已 知 条 件 可 求 出 A =3w， 取 人 =1， 则 A=3. 于 是 7 的 方程 为 
ITx -2y-2z+1 =0. 
(3) 与 第 (2) 小 题 方 法 相同 ， 得 23x -32y +26z -17 =0. 
9 (1) 6x -2y+3z-17 =0. 
(2) 经 过 z 轴 的 平面 方程 可 写成 4x + By =0. 答案 是 : 
x+3y=0 或 3x-y=0. 
(3) 所 求 平面 的 法 向 量 与 r; 的 法 向 量 玉 (=1,2) 垂 直 ， 因 此 
7 X7 为 T 的 一 个 法 向 量 . 7 的 方程 为 -16x +14y +1lz +65 =0. 
% 一 民 十 王 
10. (1) 二 = 丁 = 党 
(2) 所 求 直 线 ! 在 经 过 点 (11,9,0) 与 直线 ,1 的 平面 ri;( =1,2) 
上 ， 因 此 /是 r, 与 rs 的 交 线 ，! 的 方程 是 
人 = 0， 
15x ~- 177 -46z - 12 = 0. 
(3) 所 求 直线 ?在 经 过 直线 六 且 与 向 量 (8,7,1) 平行 的 平面 
(=1,2) 上 ， 因 此 /是 与 ma 的 交 线 ， 其 方程 为 
人 = 0， 


敌后 和 写 区 1 0， 
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卫生 


了 2 


13. 


14. 


TS. 


(1) 设 所 求 直线 ;的 方向 向 量 为 (X,Y,Z)7， 利 用 1 与 几 相交 且 重 
直 的 条 件 列 出 两 个 方程 ， 可 求 出 于 =22，37= -52.， ;7 的 方程 是 
芝 一 2 十 -2 二 3 
6 一 $ 3 
(2) 先 求 出 所 求 直 线 1 的 方向 向 量 . ;7 的 方程 是 
X-4 7y-2 _2+3 
1 2 一 3 
(3) 与 第 (1) 小 题 的 方法 相同 ，:; 的 方程 是 
时 
4 一 13 -SS- 
也 可 以 先 求 出 所 求 直线 ! 与 已 知 直线 1 的 交点 ， 从 而 可 求 得 ! 的 
一 个 方向 向 量 . 
(4) 设 所 求 直 线 ! 与 已 知 直 线 厂 的 交点 为 M, ， 又 设 疡 =0 态 ，r 
=0 芒 ， mm = 0 及 因为 砚 达 上 所 以 ( 疡 -rm) .zz=0. 因 M 
在 六 上 ， 故 疡 =m + 妈 对 某 个 实数 ;成 立 ， 设 法 求 出 5， 从 而 可 求 
出 了 的 一 个 方向 向 量 三 达 = 疡 -六 ， 因 此 可 求 出 7 的 方程 为 
(mo- 方 ) ”也 
人 


户 二 7 十 or 天 十 


其 中 参数 过 可 以 取 任意 实数 . 
在 A4BC 所 在 平面 上 取 一 仿 射 标 架 [4; 馈 ,4C]， 写 出 直线 40， 
BR，CP 的 方程 ，40，BR，CP 共 点 生 它们 的 方程 组 成 的 方 
程 组 有 解 . 
取 一 仿 射 标 架 [4; 大 ,1 刀 ]， 求 出 A4BC 的 顶点 与 对 边 分 点 的 连 
线 的 方程 ， 解 方程 组 . 

AT 或 /在 站 上 
生 全 7 的 方向 向 量 "平行 于 了 

4 卫 fC 
< 人 4，B，C =0. 

4， BC， 
已 知 0 与 2 相交 ， 设 交点 为 Wo(xo,yo,z) ， 则 四 元 齐 次 线性 方 


工 6. 


下 


18. 


T9. 


卫 . 人 


4X+B7y+Cz+DU=0， 7=1)2,3,4 
有 非 零 解 (zx ,yo,z,1) ， 从 而 系数 行列 式 等 于 零 . 
因为 了 与 相交 ， 所 以 7 在 经 过 ,2 的 某 个 平面 ri(=1,2) 上 ， 于 
是 7 是 7: 与 7y; 的 交 线 ， 利 用 平面 束 的 方程 可 以 写 出 ri ，7 的 
方程 
先 证 与 线段 Wi M， 的 两 个 端点 等 距离 的 点 的 轨迹 是 一 个 平面 (此 
线段 的 垂直 平分 面 ) : 
点 M(xz,y;z) 与 Mi ，M; 等 距离 
和 人 (2 TY 一) 二 (一 2 
=(X 2) +(Yy 一 思 ) +(z 一 2 
和 人 2(xi 一 乱 )X +T2(Y 一 和 )Y 十 2(z 一 2 )z 


十 Xi 十 入 十 到 一 季 -- 狼 一 对 = 0. 
分 别 过 4，8B 作 平 面 ri ，7; 与 1 垂直 ， 则 |4'B'| 等 于 mi 与 ms 
的 距离 ，4' 为 mr; 与 1/ 的 交点 ，' 为 T; 与 1 的 交点 ， 于 是 有 
放 2 Rs 人 1 | 
wV 14 


14 和 8 | = 7 了， 一 了 ,了 本 了) 了 了 


求 14'8 | 的 另 一 方法 :7 的 一 个 方向 向 量 为 w(2,1,3) ， 用 了 
表示 方向 上 的 单位 向 量 ， 则 
4 . 
MB'1= Hu( 友 1= 全 站 
情形 工 若 站 ATr， 或 TT1 与 T172> 重合 ， 则 所 求 直 线 不 唯一 ， 其 方 
向 向 量 (X,7Y,Z) 满足 4 和 +B7+CZ=0. 
情形 2 若 Tt 与 7; 相交 ， 则 所 求 直 线 的 方向 向 量 为 


也， Ci 4 Ci; 4i 刀 ; 
也， (> 4 C: 42 也 
习 题 2.4 


V4T18 19vVT113 
0 


(1) 7 N2. 距离 为 2V3 . 


各 15 
2) 1 与 忆 蜡 面 . 离 为 一 一 . 
K ) 几 距 vV 本 


(3) 六 与 2 相交 距离 为 0. 
CD 43x -27y 一 17z-45 = 0， ( X+Yy+4z--1= 0， 
人 En 


开 2MV22 
(1 本 (2) arccos 1 
2V/14 AW70 


. (〈1) arcsin 7 (2 ) arcsin 而 


.平面 了 与 x 轴 ,7 轴 ，z 轴 的 夹 角 分 别 为 


arcsin 0 arCcSln | 
v 下 + 束 T 区 五 
arcSsin 0 8 
V 4 二 情 二 CC 


此 平面 与 三 根 坐 标 轴 成 等 角 < |4| = 123| = |C1|. 
所 求 平面 经 过 点 (5 “5 荆 ,5 2] ， 并 且 平行 于 向 重 


SRS 2 
zi(X ,了 ZN) =1T,2. 


果 > 量 下 全 


. 取石 为 = 轴 ，1 和 请 的 公 重 线 为 x 轴 ，* 轴 的 正 半 轴 与 相交 于 
P(d,0,0)” 公 和 线段 OP 的 季 直 平分 面 经 过 点 [ 他,0,0】 ， 且 与 
公 重 线 垂直 ， 因 此 (1,0,0) 7 为 其 法 向 量 ， 所 以 公 重 线段 的 垂直 平 
分 面 方程 为 z- 分 =0. 设 忆 的 方向 向 量 wm 为 (X,Y,2)"， 它 满足 


XU- 一 Cd 7Yy 


0 世 


1 .X+0.Y+0.Z=0， 即 开 =0， 从 而 风 的 方程 为 


3 于 是 上 任 一 点 肥 的 坐标 为 (d, 好 ,t2)7. 轴 上 任 一 点 村 的 


坐标 为 (0,0,z) ， 因此 MN 的 中 点 坐标 为 { , 宛 , 拓 23 
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于 := 均 可 取 任 意 实数 ， 所 以 中 点 轨迹 的 方程 为 x = 人 


9. 设 点 忆 的 坐标 为 (*,y,z) ， 由 已 知 有 xyz 关 0， 玉 (xz,0,z) ， 
N(x,y,0)7. 平面 OUMN 的 法 向 量 为 0 下 x 0 让 于 是 sinb = 
|eos( 0 ,0 态 xOAN)|. 易 看 出 

sinQ = |ecos(OB,e)|， sinB = |eos(0B,e y|， 


siny = |cos(0B,e,)|. 
习 题 3. 开 


荆 . (1 ) 球 心 为 (6, -2,3) ， 半径 为 7; 
(2 ) 球 心 为 (1， -2,3) ， 半径 为 6. 
2. (1) 阅 + 欠 + 人 -3x+y-7z+14= 0. 


(2) 和 十 认 十 玫 -和 -27- 王 = 0. 


(3) 设 球 的 半径 为 尺 ， 则 球 心 为 ( 尺 ,R,R) 球面 方程 为 
(x -5)+(-5) +(z -5) ”= 25 
或 (-3) +(7 -3) +(z -3) ”= 9. 
(4) 球 心 坐标 为 (0,0,z) ， 球 的 半径 及 = Vzo+5， 答案 是 : 委 + 
从 +(z-4)= 21( 或 写成 和 + 大 + -8z-5= 0). 
3. 已 知 点 到 球 心 的 向 量 为 切面 的 一 个 法 向 量 ， 切 面 方程 为 
3x +27y7+4z--22 = 0. 


4. 因为 已 知 平面 7 与 轴 的 交点 为 { 0,0, - 蕊 | ， 且 平面 的 一 个 


法 向 量 为 (4,B,C)7， 所 以 球 心 必 在 第 八卦 限 ， 从 而 球 心 坐 标 为 

( 尽 , - 尽 , - 尺 ) ， 其 中 届 为 球 的 半径 .注意 球 心 与 原点 位 于 平面 亲 

的 同 侧 ， 由 刀 <0 可 推出 4R-BR-CR+D<0. 利用 球 心 到 平面 亲 
-了 

的 臣 离 为 丸 可 列 出 方程 ， 解 出 惟 = 

人- 有 -C++VA4 + 本 CC 

球面 方程 为 (x* - 尽 ) +(y 二 尽 ) +(z+ 玉 ) = 民 


巧 2 
3 :3 
4 了 D CD 7 


(1) 图 心 为 { 子 ，- 本, 子 ) ， 国 的 半径 为 了 5， 


圆心 为 | 下 + 柬 二 人 下 + 柬 T05 本 到 | ， 圆 的 
半径 为 
VR2(4 + 瑟 +C) 二 彦 
V4 + 有 +C? 
， 先 求 出 经 过 已 知 三 点 的 平面 r 的 方程 ， 为 
2x +3y +6z -6 = 0. 
再 求 出 某 一 个 经 过 已 知 三 点 的 球面 的 球 心 ( 利 用 球 心 到 这 三 点 的 


距离 相等 )、 
全 Dr- 让 +rD5= 呈 


2x +3y +06z -6= 0. 
注意 球面 的 方程 (第 一 个 方程 ) 不 唯一 . 


易 求 出 曲线 的 普通 方程 为 
和 欠 +22= 25， 
4x -~ 37y= 0. 


圆心 为 原点 ， 半 径 为 5. 
. 曲线 上 的 点 的 坐标 满足 生 + 和 + 人 =y， 从 而 它们 在 球面 巡 + 
2 
人 | + 了 = 于 二 
(1) 5xz 537 +2z +2xy -4xz+4yz+4X 一 4y 一 42 一 6 =0. 
(2) 5x +5)”+23 刀 -12xy +24xz -24yz -24x +24y -46z+23 =0. 
(3) 9x +9 和 -102 -6z-9 =0. 
(4) 27x” -30 和 +27z +76xy -152xz -76yz -180x 
-90y +180z + 153 =0. 
(5) co ( 妇 上 + 好 ) -(c+o2)22+2(0c20 +od)z-c 人 -ad =0. 
(6) 4 入 +9( 亿 十 好)=36. 


(7) (+VWx + 了 -2) 六 + 和 =1， 即 (和 妇 + 认 二 +3)2 =16( 妇 十字)， 
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(8) 该 曲线 的 渐 近 线 为 * 轴 与 y 轴 . 绕 x 轴 旋转 的 曲面 方程 为 
好 (和 +2)=o; 绕 y 轴 旋转 的 曲面 方程 为 (x + 和 )7 =a 


冯 ”= 工 ， 
(9) (22+2)3 7 (10) se 
z=T]x2 ， z=17/ 和 ， 
10. 母线 | 绕 z 轴 旋转 ; 或 母线 | 绕 z 轴 旋 转 ， 
yY=0 X=0 


tl. (1) 选取 右手 直角 坐标 系 ， 使 得 两 定点 4,， 中 的 坐标 分 别 为 
(a.0.0)7， (aa0.0)7 设 | 研 | = 丰硕 | >0. 当 =0 时 ， 
动 点 凡 的 轨迹 为 一 个 点 ; 当下 =1 时 ， 轨 迹 为 一 个 平面 : x =0; 
当 8zs<s0，1 时 ， 轨 迹 为 一 个 球面 ， 其 方程 为 


有 +1 2 
( 斌 1 


(2) 选取 坐标 系 如 第 (1) 小 题 . 设 到 两 定点 的 距离 之 和 为 25， 若 
>a>0， 则 所 求 点 的 轨迹 的 方程 为 
( 妈 -oz)x2 二 这 + 有 = 号 (要 一 o); 
若 5 =a， 则 所 求 点 的 轨迹 为 线段 4B， 其 方程 为 
一 QQ 近 4 和 0， 
和 
2z=0; 
若 <wc， 则 没有 轨迹 . 
(3) 以 定 平 面 为 Oxy 平面 建立 右手 直角 坐标 系 ， 使 得 定点 4 的 
坐标 为 (0,0,a) ， 则 所 求 点 的 轨迹 的 方程 为 


2 十 入 -2az+o“ =0. 


习 题 3.2 
1 圆柱 面 的 半径 为 2， 对 称 轴 的 方向 为 nm(1,2,3)7， 且 经 过 点 
Mu(0,0,0)7， 从 而 所 求 圆柱 面 的 方程 为 =2， 计算 得 


13x2 + 107” + 5z -4xy - 6xz - 12yz - 56 = 0. 
2. 圆柱 面 的 半径 为 W 到 对 称 轴 的 距离 .圆柱 面 方程 为 
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8x +5 记 +52 -4xy +4xz+8yz+16x+14y+22z -39 =0. 
.圆柱 面 母线 的 方向 为 w(1,1,1) ， 经 过 原点 与 母线 垂直 的 平面 7 
的 方程 为 x+y+z=0. 求 出 与 三 条 母线 由， 2 ，5 的 交点 4 ， 
4 ，43. 然后 求 出 平面 r 截 圆柱 面 所 得 的 圆 的 圆心 D 和 半径 >，D 
即 为 对 称 轴 上 一 点 ,> 即 为 圆柱 面 半 径 ， 从 而 可 求 出 圆柱 面 方 
程 为 


好 十 妇 + 人 - 玫 yz+3y7 一 3z= 0， 

. 利用 $2.1 所 讲 的 建立 柱 面 方程 的 方法 .第 (4) 小 题 中 ， 准 线 所 在 
的 平面 为 x= 2z. 

(1) y = 2zi (2) (xx -z)(7+z)= 43 

(3) (x+z) + 和 = 1; (4) 4xz2 +25 妇 +2 -4xz -20x -10z= 0. 

. 设 母线 的 方向 为 w%1m,1) ， 圆 柱 面 的 半径 为 > 在 准 线 上 取 三 个 


点 4(2.0,0)”， 汪 (0,10) 7， 省 人 1 室 ,0] ， 它 们 到 对 称 轴 的 中 

离 都 等 于 九 由 此 列 出 三 个 方程 ， 可 求 出 7 = 3 ， 1 =0，r=1， 

从 而 这 样 的 圆柱 面 有 两 个 ， 它 们 的 方程 分 别 是 
4 和 + (xz 士 V3z)2 =4. 


6.， 利用 公式 (2.5). 


. 设 向 量 wx(2,2,1)7 与 向 量 友和 玉 (2,0, -3)7 的 夹 角 为 w， 然 后 利 
用 公式 (2.5)， 圆锥 面 方程 为 
51x”+51Y +122 +104xy +S2xz +52yz -SS18x 
-516y -252z + 1279 = 0. 
. 已 知 球面 的 球 心 为 D(-1,2, -2) ,半径 >= V29.， 切 锥 面 为 圆锥 
面 ， 它 的 对 称 轴 为 4D， 其 中 4 是 顶点 .母线 与 轴 的 夹 角 a 应 满 
足 sma=TET[ 然后 利用 公式 (2.5). 圆锥 面 的 方程 是 
131x”+124 和 -4z -24xy -72xz -96yz +340x 
-480y +800z - 2900 =0. 
. 利用 $2.4 所 讲 的 方法 可 得 
(1) 81(z -4)+225 和 -81(z+3) +216(x -4)(z+3)=0; 


AR 
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10. 


了 了 . 


12. 


13. 


(2) 100x” -29 和 六 =0; 
(3) 双 + 庆 一 3z =0; 
(4) (2Re+d) 和 +(2Rc+d) 人 +d(z--2R) 

-2Rax(z-2R) -2Rpy(z 一 2 民 )= 0. 
准 线 方程 为 

人 
X=0， 
然后 利用 8$2. 4 所 讲 的 方法 .这 个 锥 面 方程 为 
21x? 十 4 入 十 422 一 16xy -12xz +44x -8y 一 8z-8 =0. 
母线 的 方向 为 w(1,1, -2) 点 (xz,y,z) 在 已 知 球面 的 外 切 柱 
面 上 全 一 点 允 在 一 条 母线 上， 并且 这 条 母线 与 球面 有 重合 的 两 
个 交点 ， 由 此 可 求 出 外 切 柱 面 方程 为 
SX2 十 3” 十 2 入 -2xy 二 4xz++47z -6 = 0. 
以 球 心 为 原点 建立 右手 直角 坐标 系 ， 则 球面 方程 为 穴 + 儿 +22 = 
六 . 设 外 切 柱 面 母线 的 方向 为 w(2m ,na) 在 外 切 柱 面 上 任 取 一 
点 NMH(XE, 了 ,Z) ， 把 经 过 1 的 母线 的 参数 方程 代 人 球面 方程 ， 注 
意 此 母线 与 球面 有 重合 的 两 个 交点 ， 因 此 参数 二 的 二 次 方程 的 判 
别 式 为 零 ， 由 此 出 发 可 证 外 切 柱 面 是 圆柱 面 ， 注 意 利 用 拉 格 朗 
日 恒等式 . 
在 交 线 上 任 取 一 点 NM(x,y,z) ， 由 点 有 和 zx 轴 决 定 的 平面 r; 的 
法 向 量 为 由 =el x0 矿 ,由 M 与 y 轴 决定 的 平面 r 的 法 向 量 为 
m =e; x0 肪 由 于 局 与 风 的 夹 角 a 为 常数 ， 从 而 可 求 出 交 线 
的 轨迹 方程 为 
(入 +) (+2)=(L+tana)x 

这 是 x，y，z 的 四 次 齐 次 方程 ， 所 以 它 是 一 个 以 原点 为 顶点 的 
锥 面 . 


习 题 3.3 


1 机 球面 的 方程 为 可 十 了 十 二 -= 工 . 


16 36 
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2， 


3 


6. 


杭 圆 抛物 面 的 方程 为 二 e+ -SP =2z 


马鞍 面 的 方程 为 号 o> - 蕊 7 =2z 


.这 是 马鞍 面 ， 并 且 其 方程 为 汪 - 郴 =27 
. 当 5<e: 时 ， 为 檐 球面 ; 当 o < < 咏 时， 为 单 叶 双 曲面 ; 当 刀 < 


5 <o 时 ， 为 双 叶 双 曲 面 ; 当 丰 > ec: 时 ， 为 虚 椭 球 面 . 
(1) 取 直 角 坐 标 系 ， 使 两 定点 4，B 的 坐标 分 别 为 (a,0,0)7， 
(-a;0;0)"， 设 动 点 M(z,y,z)7，| 和 到 | - | 大 | = * 其 中 小 > 
0. 由 三 角形 不 等 式 可 知 夺 <2a， 当 0 < 有 <2a 时 ， 所 求 的 罗 迹 方 
程 为 

4X2 4 入 42 

本 “ 碟 一 4a” “大 一 4a” 四 
这 是 双 叶 双 曲 面 ， 当 有 =2c 时 ， 所 求 轨 迹 方 程 为 姑 +2 =0， 且 > 
>a 或 x< -ao 这 是 * 轴 去 掉 区 间 (- ce).， 当天 =0 时 ， 轨 迹 方 
程 为 沁 =0. 这 是 一 对 重合 的 0yz 平面 . 
(2) 以 定 平面 为 0xy 平面 ， 建 立 直角 坐标 系 ， 使 定点 4 的 坐标 为 
(0,0,a) ， 设 比值 为 上 ( 关 0)， 当 天 =0 时 ， 轨迹 为 一 个 点 ， 即 定 


点 4 当下 = 工时 ， 轨 迹 方 程 为 呈 + =2a{z- 冯 })， 这 是 棋 贺 折 
物 面 (旋转 抛物 面 )， 当 tx 1 时 ， 轨 迹 方程 为 


了 和 汉人 
+ 帮 (1 本 | 人 】 CQ 


-及 1- 及 

当 0 <#<1 时 ， 轨迹 为 椭 球 面 ; 当 大 > 1 时， 轨迹 为 双 叶 双 曲面 . 
(3) 以 年 平 面 为 Oxy 平面 ， 以 定 直线 为 z 轴 ， 建 立 直角 坐标 系 . 
轨迹 方程 为 +Y -2 =0. 这 是 二 次 锥 面 . 

《4) 以 两 条 给 定 直线 站， 的 公 重 线 为 z 轴 ， 公 垂 线段 的 中 点 为 
原点 ， 证 * 轴 与 ，2 所 成 的 角 相 等 ， 建 立 直角 坐标 系 ， 则 站， 


分 别 经 过 点 四 [0,0 ,号 ] ， 刀 (9.0，- 和 号] ， 它 们 的 方向 向 量 分 别 
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2 2 2 
xysina = az， 当 w =0 时 ， 轨迹 为 一 个 平面 ( 即 Oxy 平面 ); 当 


0 人 所 林 - 时 ， 轨 迹 为 双 曲 抛物 面 . 


7. 以 定点 为 原点 ， 二 次 曲线 所 在 平面 与 Oxy 平面 平行 ， 建 立 直角 坐 
标 系 ， 设 二 次 曲线 所 在 平面 为 z= 刀 ， 则 锥 面 方程 为 
aij2x2 +2a7j2xy +ao7y 十 20jpxz 十 2071yz cz =0. 
8. 用 0 忘 表 示 08 方向 的 单位 向 量 ， 设 
0 
其 中 el ，e: ，e 是 原 直 角 坐 标 系 的 一 个 基 ， 于 是 
0 区 = (〈cosai ,cosB; ,cosyi ) ， 0 = 万， 0 区， 
其 中 | 太 | =n(G=1,2,3)， 又 由 已 知 条 件 得 ，[ 0;5 雇 ,5 让,0 房 ] 
也 为 一 个 直角 坐标 系 ， 记 作 开 ， 从 而 (cosai ,cosas ,cosas ) 是 e, 在 


下 中 的 方向 余弦 ， 因 此 有 > eos oj= 1.， 同 理 ， 有 


平 下 
为 功 ( oos， -sm 号 ,0 (co 全 ,sm 全 0] ， 轨迹 方程 为 


> cos"B, = 1， > cos 7 = 工 . 
从 点 P ，P, ，P; 在 椭 球 面 上 可 得 三 个 等 式 ， 相 加 便 可 证 得 结论 . 
9. 经 过 x 轴 的 任 一 平面 与 椭 球 面 的 截 线 不 可 能 是 圆 ; 经 过 z 轴 的 任 
一 平面 与 权 球 面 的 截 线 也 不 是 圆 ; 经 过 7 轴 的 平面 中 有 两 个 平面 
与 椭 球 面 的 截 线 是 圆 ， 注意 经 过 7 轴 的 平面 的 方程 形 如 4x + Cz = 


0. 这 两 张 截面 的 方程 为 上 cvVa -六 x+abz=0. 
习 题 3.4 
1， 经 过 点 1 的 两 条 直 母 线 分 别 是 


2 
2x +z=0， 人 
| 了 

3 


. 消去 参数 和， 得 二 =x+y 这 是 抛物 柱 面 . 
. 设 与 50， 症 ，/5 同时 共 面 的 直线 ! 的 方程 为 

% 一 %o0 _ 了 一 加 二 全 的 

态 了 Z 

利用 /与 20=1,2,3) 共 面 ， 可 列 出 三 个 方程 ， 把 它们 看 成 马 ， 
Y，Z 的 方程 ， 由 于 有 非 零 解 ， 所 以 系数 行列 式 等 于 零 . 由 此 即 
得 x，7，a 满足 的 方程 ， 它 就 是 所 求 曲面 的 方程 . 答案 是 : 
巡 + -好 =1， 单 叶 双 曲 面 . 
.类似 于 第 3 题 的 方法 ， 答案 是 : 
4x -9 和 +6x +27y -108z -72 =0. 


这 是 马鞍 面 . 
时 
这 样 的 连 线 经 过 两 点 : 检 { 到 +35 -1+28 -由 ， 且 (36250)7， 


其 中 上 + 上 是 任意 给 定 的 一 个 实数 ， 从 而 这 条 连 线 的 方程 为 
X-3f YY-21 2 
四 


2 


消去 ， 得 所 - 邱 =2z 这 就 是 所 求 曲 面 的 方程 ， 它 是 马鞍 面 . 
. 考虑 马鞍 面 的 一 族 直 母 线 (4. 12)， 任 给 A 一 个 值 ， 得 到 这 族 中 的 


一 条 直 母 线 ， 它 在 平面 ri: 0 =0 上 ， 显然 ，7, 平 


个: 的 外 

行 于 平面 ro : 人 任 取 这 族 中 的 两 条 直线 
人， ，Ai 关 A2， 由 上 述 得 ru rs， 但 不 重合 ， 从 而 及 与 和 不 
相交 ， 从 有 的 方程 可 求 出 尽 的 方向 向 量 为 (Vp, -V9, -2A)7 由 
此 可 知 六 丸和， 从 而 及 与 人 蜡 面 . 类 似 地 ， 可 讨论 另 一 族 直 母 
线 (4. 13). 

.在 马鞍 面 的 第 一 族 直 母线 (4. 12) 中 任 取 一 条 直线 有 ， 其 方向 向 量 为 


mo (Vp, -vda, -2A)7( 见 第 6 题 ) ， 经 过 点 Mi (-AVD, -AVI,0)7 
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10. 


了 . 


1I2， 


13. 


在 第 二 族 直 母线 (4.13) 中 任 取 一 条 直线 ,， 其 方向 向 量 为 
(VEV9, -2A)7， 经 过 点 M2 (- AD,AaV5,0)7 计算 夺标 
zx 也， 得 0. 所 以 有 与 册 共 面 .又 显然 说 与 世 不 共 线 ， 所 以 有 
与 妨 相交。 


. 单 叶 双 曲 面 的 一 族 直 母线 (4.7) 中 任 一 条 直线 的 方向 向 量 为 


(ea( 尼 -) ,2pz， -e+ 有 )) 7 任 取 这 族 中 的 三 条 直线 凡 ， 
/2，15， 用 W; 表示 20=1,2,3) 的 方向 向 量 ， 计 算 mw x wa ，ys ， 
并 说 明 它 不 等 于 0， 从 而 三，5 不 平行 于 同一 个 平面 ， 类似 
地 ， 可 讨论 另 一 族 直 母线 (4. 10 )， 


.在 单 叶 双 曲面 的 一 族 直 母线 (4.7) 中 任 取 两 条 直线 1 ，5， 分 别 对 


应 于 参数 组 ( 凡 ,) ，( 刀 ,六 ) ， 它 们 的 方向 向 量 从 第 8 题 提 示 可 
知 ， 求 环 经 过 的 一 个 特殊 点 ( 警 如 ， 令 z=0) Mi=1,2)， 然 后 
计算 于 本 .wxws， 说 明 它 不 等 于 0， 因 此 与 六 异 面 ， 类似 
地 ， 可 讨论 第 二 族 直 母线 (4. 10). 

分 别 在 两 族 直 母 线 中 各 取 一 条 直线 ， 求 出 这 两 条 直线 分 别 经 过 
的 一 个 特殊 点 M, ，M. 将 这 两 条 直线 的 方向 向 量 分 别 记 为 w，， 
ww; ， 去 计算 NM02 ，wi xm 

因为 马鞍 面 的 任意 两 条 同族 直 母 线 异 面 ， 所 以 两 条 正 交 的 直 母 线 
必 是 异族 的 ， 从 而 它们 的 方向 向 量 分 别 为 wm (V5,，-VI,，-2A, )7， 
刀 (V5V9, -2A;)7， 答案 是 : 交点 的 轨迹 方程 为 


2 乞 


多 
一 -二 =4-P， 
卫 2 
三 人 二 上 
写 二 2 。 


写 出 经 过 Mo ， 方 向 为 (,Y,Z) 的 直线 ! 的 参数 方程 ， 把 它 代 人 
单 叶 双 曲面 的 方程 中 .注意 参数 上 可 以 取 无 穷 多 个 值 ， 所 以 妃 的 
系数 ,上 的 系数 都 应 为 0， 并 可 看 出 Z 关 0. 于 是 可 取 2 =c， 其 中 
cs 关 0. 再 去 求生 ， 世 

考虑 (4.7) 式 中 任 一 条 直 母 线 1， 去 证 ! 与 Oxy 平面 相交 由 于 ! 
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T4. 


了 S. 


在 单 叶 双 曲面 上 ， 所 以 ! 与 Oxy 平面 的 交点 在 单 叶 双 曲面 与 Oxy 
平面 的 交 线 一 一 腰 椭 圆 上 . 
设 上 与 0xy 平面 的 交点 为 Mi(i=1,2)， 不 妨 设 原 点 0 是 线段 
Ma 的 中 点 ， 于 是 可 设 Mi (ac,0,0)7，M (-a,0,0)7， 设 大 的 
方向 向 量 为 ( 忆 ,2) (=1,2)， 再 设 直 线 与 20i=1,2) 共 
面 且 与 Oxy 平面 平行 ， 则 ! 的 方向 向 量 为 w(X,Y,0)7， 在 1 上 任 
取 一 点 Mo(xo ,yo,z) 7 ， 因 为 了 与 闷 共 面 ， 所 以 

于 丰 -w xm=0， 1 = ] ,2. 
消去 怀 ，Y， 可 得 到 xz， ，z 满足 的 一 个 方程 利用) 与 2 异 
面 ， 可 说 明 x ，y。 ，azo 满足 的 方程 是 二 次 方程 ， 再 说 明 这 个 二 次 
直 纹 面 不 可 能 是 柱 面 、 锥 面 、 单 叶 双 曲面 ， 从 而 一 定 是 马 通 面 
建立 直角 坐标 系 ， 使 得 站 为 * 轴 ， 过 上 与 2 平行 的 平面 为 Oxy 
平面 ,/ 与 2 的 公 重 线 为 z 轴 ， 则 2 的 方向 向 量 为 四 (a,1,0)7， 
并 且 它 经 过 点 M: (0,0,d) 7" 由 已 知 条 件 知 ， 的 方向 向 量 为 
z 田 (51;0) ， 设 访 与 0zx 平面 的 交点 为 WM,(c,0,j)7， 再 设 直线 7 
与 辐 交 于 点 4 (4,0,0) ， 与 交 于 点 4(z ,dg)7， 与 六 交 于 
点 4 (wz 大) ， 则 1， 的 方向 向 量 为 ( 凤 -Ad)7， 也 为 
(Wi 一 和 人 ,20 , 疡 ) ， 从 而 (zw 一 入 ,202 ;大 ) 7 = 天 ( -Ad) 由 此 


得 丰 = 二， 解 出 四， 四， 进而 写 出 7 的 方程 ， 消 去 A， 即 得 上 
的 点 (z,y,z)7 所 满足 的 方程 ， 说 明 它 是 二 次 方程 ， 然 后 说 明 它 
不 是 柱 面 、 锥 面 、 单 叶 双 曲 面 ， 从 而 一 定 是 马鞍 面 ， 

习 题 3.5 
(1) 曲线 在 0xy 平面 ，0yz 平面 上 的 投影 的 方程 分 别 为 


好 十 久 =4， 记 十 太 =]， 
| “yl<D， 人- 
(2) 曲线 在 Oxy 平面 ，07z 平面 上 的 投影 的 方程 分 别 为 


2 2 
X +y =4， z=27， 
| (其 中 |y|<2). 
z=0， X=0 
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(3) 曲线 在 Oxy 平面 ，0yz 面 上 的 投影 的 方程 分 别 为 
(和 妇 十 认 )2+16(z2 + 认 )=80， f+4z=5， 
=0， | = 0. 

3. (1) 曲线 在 Oxy 平面 ，Ozx 平面 上 的 投影 的 方程 分 别 为 
刀 + 电 -2x-1=0， 2x - 关 +1=0， 
bn 

(2) 曲线 在 Oxy 平面 ，0zx 平面 上 的 投影 的 方程 分 别 为 


7y=0. 


访 3x 四 
127 16 ， |， 了 
-0 y=0. 


(3) 曲线 在 Oxy 平面 ，Ozx 平面 上 的 投影 的 方程 分 别 为 


沙 2 
X% + 一 =1， X -2z+2=0， 
8 | (其 中 2<z<4). 
2=0， 了 一 
+ 多 芝 16， 
4 (1 | (2) 和 2 十 欠 委 4， (3 好 二 欠 二 于 委 5， 
多 安 % 十 和 全， 
1; 好 去 1 ER 
z 王 0 
习 题 4.1 


1 工 到 开 的 点 的 坐标 变换 公式 为 
% =%' -YY 二 1， 
Ta 
2 工 到 开 的 点 的 坐标 变换 公式 为 
X= -2% -27y' +2， 
| --2x 一 YY 十 2. 
3. (1) 0' 的 工 坐标 为 (3,， -2) ， 帮 的 工 坐标 为 (0,1) ， 史 的 工 坐 
标 为 (-1,0)7; 0 的 开 坐 标 为 (2,3) ，d 的 开 坐 标 为 (0, -1) ， 
到 的 下 坐标 为 (1,0) 
(2) 7 在 开 中 的 方程 为 * +27y -9 =0. 
(3) 元 在 工 中 的 方程 为 2x -3y -7 =0. 
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习 题 4.3 
1 点 的 坐标 变换 公式 为 
妆 .= 渤 
区 5 S 1X7 -3 
加 于 轴 国 同 | 中 
S 5 


直线 刀 在 0x'y' 中 的 方程 为 x -18y -20 =0. 
2 点 的 坐标 变换 公式 为 


3  _ 卫 
区 13 13 | 1 2 1 
二 咎 
加 aa 了 人 
13 13 


点 4(-2,0) 的 新 坐标 为 (-3 ,2) 
棍 圆 在 原 坐 标 系 中 的 方程 为 
于 (5Sx +12y -29)” + 于 (12z -57 -2)? = 169. 


3. 点 的 坐标 变换 公式 为 


工 好 
日 和 
中 | 理工 oa 
2 2 
从 而 
二 
区 疝 2 2 |/X 一 1 
的 和 1 
沪 几 
I 的 原点 0 的 工 坐 标 为 | -二 - 5 -1+ 字 ] 


直线 【在 中 的 方程 为 (1 -V3)x' - (1+V3)y' =4. 
4. 点 的 坐标 变换 公式 为 


二 37 
2 13 13 | 2 13 
人 12 5 让 @2 
13 13 13 
s. 点 的 坐标 变换 公式 为 
2 
和 5 S 112 一 工 
= 十 
人 
$ 4 
点 4， 了 ， ee 
9 7 26\ 
 - 恒 ，eo (了 - 芭 | 


(1) 6= 乞 ， 新 原点 的 旧 坐 标 为 (5, -3)7; 


(2) 9=: 亚 ， 新 原点 的 旧 坐标 为 (2,3) 


， 作 移 轴 
% =%' 二 1， 
| +1 
则 曲线 的 新 方程 为 y =4x*”“. 这 是 以 7 轴 为 对 称 轴 的 抛物 线 . 
， 作 移 轴 
4 =% 一 人 ， 
1 襄 +2， 
则 图 形 的 新 方程 为 *'y' = -5. 这 是 以 x' 轴 ，Y"” 轴 为 渐 近 线 的 等 轴 
双 曲 线 . 
以 抛物 线 的 对 称 轴 为 * 轴 ， 项 点 为 新 原点 ， 建 立 右 手 直角 坐标 系 


0xy ， 则 点 的 坐标 变换 公式 为 
1 


由 

过 县 人 | 

人 让 | 
DA 
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由 于 焦点 与 顶点 的 距离 为 V(4-2)” + (2-0) =2V2， 因 此 抛物 
线 的 焦 参 数 p =4wV2.，、 由 于 焦点 的 新 坐标 为 (-2V2,0)7， 因 此 抽 物 
线 的 新 方程 为 y”= -8V5x'， 从 而 抛物 线 的 原 方程 为 
(xx -y-2) = -16(x*+y-6). 
10， 以 准 线 的 方向 (1,1) 7 为 y 轴 正 向 ， 顶 点 为 新 原点 ， 建 立 右手 直角 
坐标 系 0'x'y"， 由 于 焦点 到 准 线 的 距离 为 2V2， 因 此 焦 参数 器 = 


2w2， 可 求 出 顶点 的 旧 坐 标 为 (1,1)7， 于 是 点 的 坐标 变换 公式 为 
二 
区 MD Da 1 
恒 相 | 罗 下 
可 


抛物 线 的 新 方程 为 y =4wV2x'， 从 而 原 方程 为 
(xz+yY-2) =8(x 一 7) ， 
即 和 +2xy+ 和 -12x+4y+4=0. 
1 5 的 方向 向 量 为 (1,1) ， 的 方向 向 量 为 (-1,1)7 与 2 的 交 


了 RE 
点 为 | -二 ,到 | ， 以 交点 为 新 原点 0'， 忆 为 *” 轴 ， 建 立 右手 直 


角 坐 标 系 0x'yY ， 则 点 的 坐标 变换 公式 为 


二 本 
四 | 半 罗 下 
2 


类 贺 的 新 方程 为 革 + 世 - =1， 从 而 原 方程 为 


4(z+7y) +T(x-y+1l) =8. 
12. 1，5 的 方向 向 量 分 别 为 (1,1) ，(-1,1) ,0 与 六 的 交点 为 
(-1;0)7， 以 交点 为 新 原点 0"，1 为 %' 轴 ， 建 立 右手 直角 坐标 系 
0O5x'y ， 则 点 的 坐标 变换 公式 为 


13. 


1 1 
和 人 厅 厅 交 / 
(5 ， (中 | 中 
2 AD 


点 4， 有 的 新 坐标 分 别 为 (-\ 厅 ,0)7， 人 - 启 - 恒 ， 设 硼 加 多 新 


方程 为 和 5 + 纺 = 1 把 点 4，8 的 新 坐标 代 人 ， 可 求 得 c=VZ，4 


=V6， 椭 圆 的 原 方程 为 
3(x +y+1l) +(x-Yy+l) =12. 


en 
DB 
/下 页 + 柬 /4 


情形 1 了 饶 按 逆 时 针 方向 旋转 本 与 好 同 向 . 


汪 
-二 届 | ， 设 思 与 二 的 交点 0 的 ] 奉 标 为 (zx 为) 


(GD) 到 洁 = 信 oa， 用 = 人 fa， 则 下 [0.5ef ,eg] 为 丰 手 直角 华 
生 系 ， 卫 到 的 上 的 从 标 灾 扫 代为 


esieon 人 
- 主 污 


和 


(2) 取 j= -人 To 全 = 人 Ta， 则 下 [0.5ef 2] 为 有 手 直 
角 坐标 系 ， 开 到 工 的 点 的 坐标 变换 公式 为 
%' = 一 (4ix+B7y+Ci)， 
41 + 
1 


“可 (42x +B2y+C，). 
42 十 百 : 


情形 2 人 


1 
GD) 取 of=T 妆 ， 本 则 下 [Oo23ei,e?] 为 右手 直角 
坐标 系 ， 工 到 工 的 点 的 坐标 变换 公式 为 
%/' = 一 1 (4ixz+B7y+C)， 
41 十 五 
y "= 2 
4 + 万 ; 
(2) 取 ef= -人 Ta， 全 = Ta， 则 下 [0'5ef ,eg] 为 右手 直角 
4 I 
坐标 系 ， 开 到 工 的 点 的 坐标 变换 公式 为 
姑 王 (4x 十 Yy+C)， 
41+B; 
y"” = (42x +27y +C，). 
42 十 局? 
习 题 4.4 


1 (1) 工 到 开 的 点 的 坐标 变换 公式 为 


1 1 
RN 人 
和 
训 工 名 
人 咏 


(2) 下 坐 标 : 4(1, -1;,1) ，B(1,1, -1 ，C(-1)1)1) 
2 坐标 变换 公式 为 


2 本 态 
世 和 和 几 
人 
和 > 而 
3 6 2 
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3 工 到 开 的 点 的 坐标 变换 公式 为 


1 | 
周到 天 | 二 
区 和 人 
1 本 0 过 7 二 1 
“| | 他 65|- 
区 和 I 
1 1 1 三 
四 2 6 
4. (1) 作 直角 坐标 变 
站 C2s47+a， 
ER 
y 0 y 一 z) 
人 


则 曲面 在 新 坐标 系 中 的 方程 为 6x”- 37y””=V2z'， 这 是 马鞍 面 . 
(2) 先 作 直角 坐标 变换 


= 一 (x+2z) ， 
1 / 
Z = 和 半 5 


可 消去 交叉 项 .然后 配方 ， 作 移 轴 ， 得 $ 的 新 方程 为 215 - 
25 六 -3 基 = 100. 这 是 双 叶 双 曲 面 ， 
0 
+10 |， 
1 


5.(1) 作 直角 坐标 变换 
则 在 新 的 右手 直角 坐标 系 中 ， 曲 面 的 方程 为 所 -+ 刀 - =z。 这 是 本 


党 


区 0 1 0 
yj|=|1 0 0 
和 0 0 -1 人 xz 


圆 抛物 面 . 


(2) 作 直 角 坐 标 变换 


is 
区 AD AD 和 
yY|=| 工 工 人 
各 2 志 : 
0 0 1I 


则 在 新 的 右手 直角 坐标 系 中 ， 曲 面 的 方程 为 27”+z” ”=1. 这 是 椭 
圆柱 面 . 
(3) 作 直 角 坐 标 变换 


工 工 0 
和 OA MX 
”|=| - 工 工 oly| 
z V2 V2 
0 0 1 


则 在 新 的 右手 直角 坐标 系 中 ， 曲 面 的 方程 为 y”-x”=2z'， 这 是 


马鞍 面 . 
《4) 先 作 直 角 坐 标 变换 


1 1 
区 2 X% 
| 
沁 2 2 

0 0 1 


则 在 新 的 右手 直角 坐标 系 中 ， 曲 面 的 方程 为 
= 克 (六 -7 -本 -3， 


再 作 移 轴 


则 在 右手 直角 坐标 系 0Ox7z 中 ， 曲面 的 方程 为 y 一 -x ”=2z . 


这 是 马鞍 面 . 
我 们 有 
e” = 一 e - 
tanc Sin “? 
e2 = 一 2 2 + 一 -一 6 
sinw ! tancw “? 


从 而 工 到 开 的 点 的 坐标 变换 公式 为 


工 四 1 
区 tan Sin |1x 
四 最 1 国 
sin tanco 


7. 利用 习题 1.4 中 第 14 题 的 第 (2) 小 题 的 结论 可 得 ， 工 到 下 的 点 的 
坐标 变换 公式 为 


oj wj | 一 


RN 六 
Kg aa 


1 
wj 加 | 一 wb 


Rs 
We 
上 
w| 一 win wj 


8.， 作 直角 坐标 变换 ， 把 二 次 曲面 的 方程 化 成 标准 方程 ， 这 只 要 先 在 
平面 直角 坐标 系 中 将 相应 的 二 次 曲线 方程 化 成 标准 方程 ， 由 此 可 
知 ， 当 二 次 曲线 分 别 为 棋 圆 、 双 曲线 、 抛 物 线 时 ， 相 应 的 二 次 曲 
面 分 别 为 椭圆 抛物 面 、 双 曲 抛物 面 、 抛 物 柱 面 . 

9， 作 仿 射 坐标 变换 ， 可 知 是 椭 球 面 

10. 所 给 二 次 锥 面 的 方程 可 写成 息 4 瑟 =0， 其 中 


CI Ca 013 区 
人 =|caao az 23 |， 及 =| 7 |. 
各 


CI3 0523 033 
作 直 角 坐 标 变换 于 =TX'， 其 中 了 是 正 交 符 阵 ， 则 二 次 锥 面 在 新 
坐标 系 中 的 方程 为 疏 "(7747) 下 =0. 由 于 t(4) 表 示 和 矩阵 4 的 
主 对 角 线 上 元 素 之 和 ， 可 证 
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] 工 . 


tr(7z47) = tr(4) ， (11) 
充分 性 若 ai+aa+as=0， 即 t(4)=0. 作 直 角 坐 标 变换 下 = 
7 疏 ' ， 把 二 次 锥 面 方程 化 成 标准 方程 


区 和 
人 (2) 
着 5 淹 , 寺 I 1 、 
于 是 得 区 “ 丈 02 = 0. 代入 (2) 式 中 ， 人 
工 72 72 72 72 
(5 一 多 二 -2 )= 0. (3 ) 
4X% 一 世 ， 
考虑 直线 Z: 4Y = 凡 ， 代 和 人 (3) 式 中 ， 得 
2 二 7 弛 
2 1 2 电 1 2 冯 
中 去 (有 - 阅 ) + 页 ( 吧 一 台 ) = 0. (4) 


为 二 次 锥 面 的 直 母 线 当 且 仅 当世 的 系数 为 0， 即 
二 (5) 
QQ 


易 看 出 ! = 普 = 有 =1 时 ，(5) 式 成 立 . 因此 过 原点 且 方 向 为 
(1;,1,1) 的 直线 书 是 二 次 锥 面 8 的 一 条 直 母 线 ， 然 后 去 求 与 六 
垂直 的 直线 忆 ， 且 产 为 $ 的 直 母 线 . 把 厂 与 疡 的 方向 向 量 作 
外 积 ， 由 此 可 得 第 三 条 直 母 线 二. 

必要 性 ”以 二 次 锥 面 $ 的 三 条 互相 垂直 的 直 母 线 为 新 坐标 系 的 
%: 轴 ，Y 轴 ，z 轴 ， 设 这 个 直角 坐标 变换 公式 为 站 =7X' ， 则 在 
新 坐标 系 中 方程 为 瑟 (7 47) 于 =0. 设 747=( 纺 )， 因 为 新 坐 
标 为 (1,0,0) ，(0,1;0) ，(0;0,1) 的 三 个 点 都 在 $ 上 ， 所 以 
得 出 Du =ba =bs=0， 从 而 

ai+as+as=tr4)=tr7r47)= 0. 

适当 选取 直角 坐标 系 ， 设 MK(X,Y,Z) 在 交 线 上 ， 则 1 与 1 决 
定 一 个 平面 ri， 玉 与 六 决定 一 个 平面 7。 分 别 写 出 ri ，7， 的 
方程 ， 利 用 它们 的 法 向 量 玉 ，z 互相 垂直 ， 可 得 出 工 了 ，2Z 满 
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足 的 方程 . 

12， 第 一 步 绕 z 轴 旋转 ， 使 得 x 轴 转 至 必 轴 ， 其 中 必 轴 是 0x'y' 平面 
与 Oxy 平面 的 交 线 ， 转 角 为 儿 (0 帮 <2r); 第 二 步 绕 尺 轴 旋 
转 ， 使 得 z 轴 ( 即 z 轴 ) 转 至 轴 位 置 ( 即 z 轴 与 z 轴 重 合 ) ， 
转角 为 6 (0 和 0 <2T); 第 三 步伐 z 轴 ( 即 z 轴 ) 旋 转 ， 使 得 太 
轴 ( 即 x 轴 ) 转 至 *' 轴 位 置 ， 转 角 为 p (0 入 p <2T). 


习 题 S$.1IE 
1 (1) 先 作 转 轴 
了 
全 国 
V10 Vi10 


则 在 右手 直角 坐标 系 Ox'y“ 中 ， 二 次 曲线 $ 的 方程 为 
2x 人 十 1277 +Vi0w -全 V 厅 Y -12 =， 


再 作 移 轴 


w+Vi0， 
2 LO 
渡 光 0 


则 $ 在 右手 直角 坐标 系 0xy ”中 的 方程 为 
2x ”+127” =24. 
$ 是 椭圆 型 曲线 ， 且 是 椭圆 ， 长 轴 在 * 轴 上 ， 短 轴 在 六 轴 上 ， 
长 半 轴 为 V12， 短 半 轴 为 V2. 
总 的 坐标 变换 公式 为 


区 哩 
人 
四 3 
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于 是 0 "在 0xy 中 的 坐标 为 (0,2) ，x“ 轴 ， 和 轴 的 单位 向 量 在 
Oxy 中 的 坐标 分 别 为 


[ 训 - 山 ，( 遍 阐 


(2) 先 作 转轴 
-2 .3 
2 Vi3  V13 |xr 
(局 3 2 局 
V13 Vi13 
则 在 右手 直角 坐标 系 Ox'y“” 中 ，3 的 方程 为 
/2 12 8 ， 90 ， 
一 4Y ”十 97 和 -19 =0. 
再 作 移 轴 
区 二 
V13 
1 
全 二 小 v 硬 ， 


则 $ 在 右手 直角 坐标 系 0 xy ”中 的 方程 为 
-4x +9y ”=36. 
S$ 是 双 曲 型 曲线 ， 且 是 双 曲 线 ， 它 的 实 轴 在 y 轴 上 ， 虚 轴 在 zx 
轴 上 ， 实 半 轴 为 2， 虚 半 轴 为 3. 
总 的 坐标 变换 公式 为 


四 | 人 全 人 人 
V 盏 V 硬 


于 是 0 "在 0xy 中 的 坐标 为 (1,1) ， 2 轴 ，》 轴 的 单位 向 量 在 
Oxy 中 的 坐标 分 别 为 
攻 站 3 下 


v 酝 ” Vv 本 )， 人 人 下 了 


(3) 先 作 转 轴 
本 
xj 
让 和 下 
2 


则 $ 在 右手 直角 坐标 系 Ox'y' 中 的 方程 为 
2y 所 -8wW2x'+2w2y' +25 =0. 


再 作 移 轴 
2 
VD 
十 工 
2 “ 厅 ， 


则 3 在 右手 直角 坐标 系 0xyY ”中 的 方程 为 
27 -8V2x =0， 即 7y=4wV2x 
3 是 抛物 型 曙 线 ， 且 是 抛物 线 ， 它 的 焦 参数 p =2 V2 ， 对 称 轴 在 
和 轴 上 ， 开 口 朝 着 * 轴 的 正 向 ， 
总 的 坐标 变换 公式 为 
1 ] 
区 2， 人 厅 和 2 
= 十 
四 工 工 光 | 
V2  Y2 
于 是 0 在 0xy 中 的 坐标 为 (2,1) ，x“ 轴 ,， 六 轴 的 单位 向 量 在 
Oxy 中 的 坐标 分 别 为 
人 
[同志 同 ， 
(4) 3 的 方程 的 二 次 项 部 分 的 矩阵 4 为 
| 
6 1 
4 的 特征 多 项 式 为 -7A -30， 它 的 两 个 实 根 为 10，-3， 从 而 
4 的 全 部 特征 值 是 A, =10，Az = -3. 
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对 于 和 =10, 求 出 (107-4) 瑟 =0 的 一 个 非 零 解 (3,2)"， 单 位 化 
人 
得 9 = 全 -而 
对 于 = -3， 求 出 C37-4) 筷 =0 的 一 个 非 零 解 ( 2,3)- ， 单 位 


化 得 = 人 -一 司 人 


区 
念 
2 
| 画面 
人 
v 百 。 v 再 


则 3 在 0x'y' 中 的 方程 的 一 次 项 系数 的 一 半分 别 为 


3 
Vi 
ai =5m = (18,-3) 人 
2 V13 
V13 
__ 2 
1 27 
do =50 = (-18,， -3) = 一 一 . 
2 712 3 行 
Vi 
于 是 3 在 0x'y' 中 的 方程 为 
120 54 
10x -37y”- X% 十 yY” =0. 
V13 了 
再 作 移 轴 
水 了 6 
3 
V13 
TS 
V13 
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则 3 在 右手 直角 坐标 系 0z7 ”中 的 方程 为 
10x -37y ”= 9. 
3 是 双 曲 型 曲线 ， 且 是 双 曲 线 ， 它 的 实 轴 在 * 轴 上 ， 虚 轴 在 7 
3 
二 > J 、 一 -一 ， 区 、 E 
轴 上 ， 实 半 轴 为 上 虚 半 轴 为 V3. 
总 的 坐标 变换 公式 为 


3 
的 有 的 划 
V13 Vi3 


于 是 0 在 Oxy 中 的 坐标 为 (0，3) ，%“ 轴 ,， 和 六 轴 的 单位 向 量 在 
Oxy 中 的 坐标 分 别 为 
3 了 2 
(二 而 ，( 调 而 
(5) 3 的 方程 的 二 次 项 部 分 的 矩阵 4 为 


| 


4 的 特征 多 项 式 为 ” -5A， 它 的 两 个 实 根 是 0，5$， 于 是 4 的 全 
部 特征 值 为 A, =0，》，。 = 5. 
对 于 和 =0,， 求 出 (OZ -4) 素 =0 的 一 个 非 零 解 (1,2) 7， 单位 化 得 


三 人 
mi 后 局 
对 于 =5,， 求 出 (57 -4) 互 =0 的 一 个 非 零 解 (-2,1)7， 单 位 化 


w-(- 千 昼 


一 
者 


5 
念 
工 之 
加 
2 二 


习题 答案 与 提示 355 


则 了 是 正 交 矩阵 ， 且 |7| =1. 作 转 轴 


则 3 在 0x'y“ 中 的 方程 的 一 次 项 系数 的 一 半分 别 为 
1 


5 
ai = 37， =(- 工 ， -7) ， 二 -3w5， 


以 =5 =(-1,-7) = -5. 


于 是 $ 在 0x'y' 中 的 方程 为 
57 -6wWV5x -2V5y' +7 =0. 
再 作 移 轴 


则 SS 在 0Ox7y 中 的 方程 为 
0 
VS 


5 是 地 多 型 出线 ， 且 是 抛物 线 ， 它 的 你 参数 = 后， 对称 得 在 


上 


轴 上 ， 开 口 朝 着 * 轴 的 正 向 . 
总 的 坐标 变换 公式 为 
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于 是 0 在 0 中 的 坐标 为 -于 ,了 ,xi 轴 ， 六 轴 的 单位 向 量 
在 0xy 中 的 坐标 分 别 为 


时 


[于 司 ，( -和 同 ， 


下 


. 作 直 角 坐 标 变换 
o = 一 二 (所 X 二 y+Ci)， 
/4 十 奋 ; 
yY” = 1 (4x +B2y+C，)， 
42> + 有 刀 ， 
72 
得 到 新 方程 为 二 21， 其 中 
WE 晤 1 
41 + 瑟 ; /4 十 甩 ， 
这 是 椭圆 . 


习 题 $.2 


(1)=8, 卫 =-9,=81. 由 于 到 <0， 因 此 二 次 曲线 $ 是 双 曲 
型 曲线 ， 由 于 五 关 0， 因 此 $ 是 双 曲 线 . 
多 项 式 人 -8A -9 的 两 个 实 根 为 A, =9，A，。 = -1， 于 是 8 的 最 简 
方程 为 9x -7y” -9=0， 即 xz - 必 - -1， 从 而 $ 的 实 轴 在 x ” 轴 
上 ， 虚 轴 在 轴 上 ， 实 半 轴 为 1， 虚 半 轴 为 3. 
(2) 站 =2,=0, 厂 = -16. 由 于 到 =0， 因 此 3$ 是 抛物 型 曲线 . 
由 于 五 关 0， 因 此 $ 是 抛物 线 . 
多 项 式 -2A 的 两 个 实 根 为 A, =0，》 =2， 于 是 $ 的 最 简 方 程 
为 27 +4V2x =0， 即 y ”= 王 2V2x* ， 从 而 焦 参 数 p =V2. 
(3) 五 =10, 厂 =9, 五 =-81. 由 于 五 >0， 因 此 3$ 是 顶 圆 型 曲线 . 
由 于 鳌 与 六 异 号 ， 因 此 3 是 椭圆. 
多 项 式 久 -10A+9 的 两 个 实 根 为 A, =1，》,。 =9， 于 是 椭圆 的 最 
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简 方 程 为 所 -+y? = 1， 从 而 它 的 长 轴 在 “* 轴 上 ， 短 轴 在 六 轴 


上 ， 长 半 轴 为 3， 短 半 轴 为 1. 
(4) 了 =34, 到 =81, 站 =0. 由 于 >0， 因 此 3 是 椭圆 型 曲线 . 
由 于 五 =0， 因 此 3 是 一 个 点 ， 
多 项 式 电 -34A +81 的 两 个 实 根 为 AN =17 +4V13，) =17 -4V13， 
于 是 $ 的 最 简 方程 为 

(17 +4wV13)x"2 +(17 -4V13)y ”= 0. 


(5) = -1, 五 = -开户 =0, 由 于 忆 <0， 因 此 $ 是 双 曲 型 昌 


线 ， 由 于 卫 =0， 因 此 $ 是 一 对 相交 直线 . 
把 8 的 原 方程 的 左 端 分 解 成 两 个 一 次 因 式 的 乘积 ， 得 到 这 对 相交 
直线 的 方程 分 别 为 

x+27-7=0， xxY-y-4=0. 
(6) 站 =10, 下 =0, 门 =0,， 玉 <0. 由 于 于 =0， 因 此 $ 是 抛物 型 
曲线 .由 于 收 =0， 有 Ri <0， 因 此 $ 是 一 对 平行 直线 ， 
把 $ 的 原 方程 的 左 端 分 解 成 两 个 一 次 因 式 的 乘积 ， 得 到 这 对 平行 
直线 的 方程 分 别 为 

2x +yY+1=0， 4x +27 一 3 =(0. 
(7) 7 =33, 五 =200，7 =9928. 由 于 到 >0， 因 此 3 是 椭圆 型 曲 
线 ， 由 于 六 与 刀 同 号 ， 因 此 3S 是 虚 椭 圆 . 
多 项 式 久 -33A +200 的 实 根 为 A; =25，A。 =8， 于 是 3 的 最 简 方 
程 为 23x +87y + =0 
. 当 A=4 时 ， 所 给 方程 表示 一 对 平行 直线 . 


] 忆 1 SA 
(1) 当 A > 元 ， 且 As1l 时 ， 是 本 圆 ; 当 A = 本 时 ， 是 一 个 点 ; 当 


A < 本 , 且 Ax -工时 ， 是 虚 柄 圆 ; 当 A = 工时 ， 是 抛物 线 ; 当 》 


= -1 时， 是 一 对 虚 平 行 直线 . 
(2) 当 >1 或 0<A<1 或 人 <-2 时 ， 是 双 曲 线 ; 当 A=1 时 ， 是 
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一 对 相交 直线 ; 当 A =0 时， 是 抛物 线 ; 当 -1<A<0 时 ， 是 椭 
圆 ; 当 A = -1 时 ， 是 一 个 点 ; 当 -2<A< -1 时 ， 是 虚 椭圆 ; 当 
A = -2 时 ， 是 一 对 虚 平 行 直线 . 

. 二 次 方程 (0.1) 表 示 一 个 圆 当 且 仅 当 它 的 最 简 方 程 为 


信和 十》 + 天 =0， 
2 


其 中 A=Aa， 五 与 厂 异 号 又 由 于 A 与 A 是 )2 -7A+ 的 相 
等 实 根 的 充分 必要 条 件 为 五 -40 =0， 因 此 方程 (0.1) 表 示 一 个 圆 
当 且 仅 当 疙 =4 疡 ,7D <0. 

. 二 次 方程 (0. 1) 表 示 等 轴 双 曲线 当 且 仅 当 它 的 最 简 方 程 为 


7 
信和 十 》7 站 过 0 ， 


其 中 和 = -As ， 石 关 0. 于 是 
0 =A+hA=(CChA)+A =0. 
二 次 方程 (0. 1) 表 示 两 条 互相 垂直 的 直线 当 且 仅 当 它 的 最 简 方 程 


为 WAl)sz2- (VIA)272 = 0， 其 中 (AVI + 
wV AVIA|=0， 即 | = |A， 从 而 ,= -A， 于 是 


=AI+A =0. 
. 若 二 次 方程 (0. 1) 表示 一 对 平行 直线 ， 则 这 对 平行 直线 的 最 简 方 


汪 并 1 当 并 ， 
程 为 7Y “+ 玉 =0， 即 7 | 天 ， 从 而 它们 的 距离 为 


-开矿 4 坊 
4=2 /一 于 二 /一 天 
1 ] 


. 掀 物 线 的 最 简 方 程 为 


一 五 、 湛 
》 站 六 
忆 


习 题 5.3 
. (1) 两 个 虚 交 点 ， 它 们 的 坐标 分 别 为 
+ VS5i -11+ 人 区 三 = 十 | ， 
4 6 4 6 
(2) 两 个 不 同 的 交点 ， 它 们 的 坐标 分 别 为 
-13 +3V6I -16 | -13 -3V6I | 
10 5 10 5 
. (1) 有 两 个 渐 近 方向 : 让 (5,1) ， 刀 (-2,1) 7; 
(2) 有 两 个 渐 近 方向 : 厂 (-2,1) ， 甩 (11) 7; 
(3) 五 =0， 这 是 抛物 型 曲线 ， 有 一 个 渐 近 方向 : 5(-1,1) ; 
(4) 五 =0， 有 一 个 渐 近 方向 : 4(-4,8) 
(1) 对 称 中 心 的 坐标 为 (1,1) ; 
(2) 对 称 中 心 的 坐标 为 (-1,2) ; 
(3) 有 无 穷 多 个 对 称 中 心 ， 它 们 恰好 组 成 一 条 直线 : 
4x +27y -3 =0; 


(4) 没有 对 称 中 心 . 
ER 
二 次 曲线 是 一 个 点 ， 这 个 点 是 对 称 中 心 ， 其 坐标 为 |- 可 ,可 | ， 
， 有 唯一 的 中 心 年 人 关 9 ; 
没有 中 心 后 全 和 =9， 且 As9; 
有 一 条 中 心 直 线 擂 和 =9 且 人 =9. 
. 二 次 曲线 是 中 心 型 曲线 ， 且 中 心 是 原点 后 auazm -apo 关 0， 且 ai 


= 0? = (0. 


. My-X-4=0. 


习 题 5.4 


(1)=10, 厂 =9. 人 -10A+9 的 根 为 ,=1，》， =9. 属于 和 ,的 


主 方向 为 1 -1， 与 此 方向 共 斩 的 对 称 轴 的 方程 为 
xY 一 Y=0. 
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属于 A; 的 主 方向 为 1:1， 与 此 方向 共 斩 的 对 称 轴 的 方程 为 
ZX+TyY-2=0. 
(2) 站 =0, 五 =-1 驴 -1=0 的 根 为 = -1，A =1. 属于 Ai 
的 主 方向 为 1: -1， 与 此 方向 共 斩 的 对 称 轴 的 方程 为 
X-Y+3=0. 
属于 》， 的 主 方向 为 1:1， 与 此 方向 共 斩 的 对 称 轴 的 方程 为 
X+Yy-1=0. 
(3) 站 =5, 三 =0. 信 -5A 的 根 为 人 =0，》， =5. 属于 和 的 主 方 
向 为 2:1， 这 是 渐 近 方向 ， 属 于 》， 的 主 方向 为 1: -2， 与 此 方向 
共 斩 的 对 称 轴 的 方程 为 
22 -47 -1 =0. 

2. 易 知 对 称 中 心 为 原点 ， 设 二 次 曲线 3 的 方程 的 二 次 项 部 分 的 矩阵 
4 的 特征 值 为 Ah ，A;， 则 从 (4.4) 式 的 第 一 个 式 子 可 得 ， 属 于 )， 
的 主 方向 为 ca:(A -aa)， 属 于 ;的 主 方向 为 co:(A，- au ) ， 
从 而 分 别 以 它们 为 方向 向 量 的 对 称 轴 的 方程 为 

世 》 世 》 


人 
若 oa 关 0， 将 上 述 两 个 方程 先 移 项 ， 然 后 相 乘 得 
[oay-(A -an)x][ooay-(A -an)x]=0. 
展开 整理 得 


aa( 和 -和 ) -(al -ao )xy=0. 

若 oa =0， 则 $ 的 方程 为 cux + ay +ao =0. 易 知 x 轴 ，y 轴 都 

是 $ 的 对 称 轴 ， 从 而 仍 满足 上 述 方程 . 
3， 由 于 方程 (0. 1) 表 示 一 条 抛物 线 ， 因 此 五 =0， 且 它 只 有 一 个 渐 近 

方向 : (- ap,au) ， 这 是 抛物 线 的 方程 的 二 次 项 部 分 的 矩阵 4 的 
属于 特征 值 M, =0 的 一 个 特征 向 量 . 由 于 4 的 属于 非 零 特 征 值 A， 
的 任 一 特征 向 量 必 与 (-op ,au) 正 交 ， 因 此 4 的 属于 A; 的 一 个 
特征 向 量 为 (cu ,ao) ， 于 是 与 此 方向 共生 的 对 称 轴 的 方程 为 

au(aax+aoy+adl)+tao(aox+aoy+a)=0. 


必要 性 若 顶 点 是 原点 ， 则 原点 在 对 称 轴 上 ， 且 原点 在 抛物 线 
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上 ， 从 而 
acl+aoca =0， ao =0. 
把 上 述 第 一 个 式 子 两 边 平方 得 
Ca3 +2auaupaias +anaz =0. 
由 于 于 =0， 因 此 cue = ap。 于 是 上 式 可 写成 
ad a4 +2aauaaias +alanaz =0. 
若 cus 关 0， 则 上 式 可 写成 
aila1 +2aaala +aoa2z =0. 
若 au =0， 由 于 =0， 因 此 os =0. 此 时 am 关 0. 抛物 线 的 唯一 
的 渐 近 方向 为 (- az ,aa) =(-ao;0) ， 从 而 4 的 属于 非 零 特 征 
值 4。 的 一 个 特征 向 量 为 (0,1)”， 于 是 与 此 方向 共 斩 的 对 称 轴 的 
方程 为 way + os =0. 由 于 原点 在 对 称 轴 上 ， 因 此 w =0. 这 时 仍 有 
等 式 
aa aac2 +2aaaias =(0. 
充分 性 设 aual+aoa+2aocia, =0， 且 oa =0， 于 是 原点 在 抛 
物 线 上 . 
若 cs0， 则 在 oa: + aai +2aipaia =0 两 边 乘 cl ， 得 
at ay +Tailaoc2 +2allaaaia =(0. 
由 于 于 =0， 因 此 ca， =ap， 从 而 上 式 可 写成 
(aa +aod ) =0. 
由 此 得 出 cua + aaa =0. 因此 原点 在 对 称 轴 上 ， 从 而 原点 是 抛 
物 线 与 对 称 轴 的 交点 ， 即 原点 是 顶点 . 
大 wa =0， 则 在 必要 性 的 证 明 的 最 后 一 段 已 证 cs =0，az 关 0. 此 
时 从 auar + aaaz +2apaaia =0 得 ww =0. 在 必要 性 的 证 明 的 最 后 
一 段 已 证 对 称 轴 的 方程 为 aay+a =0， 从 而 ozay =0， 于 是 原点 
在 对 称 轴 上 .因此 原点 是 顶点 . 
. 共 恩 于 方向 (4,z) 的 直径 的 方程 为 
HA(2y +T) +z(2x -5y+3)=0. 
因此 经 过 点 (-4,2) 的 直径 1 ， 人 ，z 应 满足 


5 -15z =0， 
从 而 可 到 (u,z)7 = (3,1)7， 于 是 共 罗 于 方向 (3,1)" 的 直径 的 
方程 为 

2x +y+6=0. 
直线 1 的 方向 向 量 的 坐标 为 (1, -2) ， 与 此 方向 共 斩 的 直径 2 的 
方程 为 

(2y+1) -2(2x -5y+3)=0， 

即 4x*+8y+5=0.1 就 是 局 的 共 斩 直 径 . 

. 圆 的 标准 方程 为 巡 + 和 = 六 于 是 ， 共 箔 于 方向 ( 同 ,zi)7 的 直径 
) 的 方程 为 is+zmy=0， 的 方向 为 (m， -各 )"; 共 冰 于 方向 
(站 -后 )7 的 直径 屿 的 方程 为 mx -my =0， 5 的 方向 为 
(an ) ， Re 4 因此 刀 上 六. 


.本 图 的 标准 方程 为 所 + 天 - -1 于是， 共生 于 方向 (wsz)7 的 直径 
有 
0 的 方程 为 凡 访 z+z TY =0， ) 的 方向 为 | 泰 ，- 疙 } 与 所 的 广 


向 共 季 的 直径 5 的 方程 为 亏 - - - 千 却 y=0， 关 全 二 


记 
直径 1 与 枯 圆 的 交点 Mi (xy ) 的 坐标 满足 
上 x， + 二 力 =0， 
Q 忆 
和 2 放 
1 1 
要 
解 得 
C47z 六 委 
》 


于 是 交点 她 与 中 心 ( 即 原点 ) 的 距离 由 的 平方 为 


2 要 二 DA 
玖 十 02 


直径 5 与 槛 圆 的 交 0 的 坐标 满足 


zxa -HAya =0， 
2 2 
2 
Co 
解 得 
0282 222772 
4X2 三 7 2 二 一 2 2 
QZ 二 DAN QZ 二 D 凡 


于 是 交点 开 , 与 中 心 的 距离 d 的 平方 为 
2 二 28222 
本 二 
从 而 di+ 帮 = 叶 十 思 ， 

即 棍 圆 的 任意 一 对 共 簿 半径 的 长 度 的 平方 和 等 于 ao? + 咏 . 
. 设 这 条 弦 的 方向 为 (&w,z) ， 则 与 此 方向 共 斩 的 直径 7 的 方程 为 


ol 训 s] +[( 寺 7] =0. 由 于 这 条 嘴 的 中 点 (2,1)7 在 1 上， 因此 有 


2 


》 


引 + 半 =0 可取 所 =9， > = -8 于 是 这 条 咳 的 侍 率 为 -全 
. 设 双 曲 线 艺 - 姑 =1 的 被 点 (5,1)7 平分 的 纺 的 方向 为 (wsz)r， 骨 
与 此 方向 共 本 的 直径 有 的 方程 为 
| | =0. 
由 于 点 (5,1) 7 在 放 上 ， 因 此 避 w -二 =0. 可 取信 =9，y=20. 于 


是 这 条 玉 所 在 的 直线 的 方程 为 
% 一 _ YY- 工 
9 20 
5 与 双 曲线 的 两 个 交点 的 坐标 分 别 为 
二 : 1: 
， 任 取 抛 物 型 曲线 的 一 条 直径 1， 设 它 共 思 于 非 渐 近 方向 (usz) 7， 
又 设 ! 的 方向 为 (wz* )* 根据 命题 4. 1， 得 


ep(A 2 ) = PDCA ). 
由 于 五 =0， 因 此 p(p 5)=0， 从 而 (ww 5 ) 是 渐 近 方向 ， 因 
此 所 物 型 曲线 的 直径 的 方向 一 定 是 渐 近 方 向 . 
10， 设 掀 物 线 的 标准 方程 为 多 =2px， 则 它 的 唯一 的 渐 近 方向 为 (1,0) ， 
沿 渐 近 方向 的 任 一 条 直线 ! 的 方程 为 
0 
1 0 ， 
即 y = 加 .考虑 方向 (和 ,p) 由 于 pg(》”,p)= 己 关 0， 因 此 
(yo,p) 是 非 渐 近 方 向 ， 与 此 方向 共 斩 的 直径 的 方程 为 
yo(-P) +Ppy=0， 
即 y=yo. 这 表明 /是 共 斩 于 方向 (y,P) 的 直径 . 
11， 对 于 中 心 型 曲线 S， 任 取 它 的 一 个 非 渐 近 方向 (ww,z) ， 设 忆 是 经 
过 中 心 且 方向 为 (4w,z) 的 直线 .根据 命题 4. 1 前 面 的 一 段 话 ，3 
的 共 稀 于 (ww,z) ”的 直径 5 的 方向 为 
(-a 人 一 aoayyai +aoz) 
与 此 方向 共 斩 的 直径 5 的 方程 为 


(C ai 一 Co227) (QHX 十 Qiay 十 Qi ) 


+(ai +aoz)(aox + aoay + aa)= 0. 
设 $ 的 中 心 Wo 的 坐标 为 (xo ,yo) ， 则 
ailXo + ayo +al =0， Qiaxo + aazyo 二 aa =0， 
从 而 2 经 过 3 的 中 心 Wo. 整理 5 的 方程 得 
-也 zw +Puy+(aia -anai) 人 +(Caaas -acal)z7=0， 

于 是 六 的 方向 为 (Pu,Pz) ， 即 (wz) ， 由 于 经 过 $ 的 中 心 Mn 

且 方 向 为 (4W,z) 的 直线 唯一 ， 因 此 凡 就 是 2 于 是 是 直径 . 
12. (1) 在 习题 5.2 第 1 题 的 第 (1) 小 题 已 求 出 记 =8,， 王 = -9， 75 = 

81. $ 是 双 曲 线 . 

2 -8A -9 的 根 为 =9，》， = -1， 于 是 $ 的 标准 方程 为 

了 
=*2 _ 了 


训 | 


9 
从 而 3 的 实 半 轴 为 1， 虚 半 轴 为 3. 解 方程 组 


37y -6 =0， 
| =0， 
得 y=2,， xx= -1. 因此 双 曲 线 的 对 称 中 心 0 ”的 坐标 为 (- 1,2) 7 
二 次 项 部 分 的 矩阵 4 的 属于 特征 值 M, = 9 的 一 个 特征 向 量 为 
(1;,3) ， 它 给 出 了 实 轴 ( 即 % 轴 ) 的 方向 ， 于 是 实 轴 的 方程 为 
和 二 0 
1 3 


4 的 属于 特征 值 As = -1L 的 一 个 特征 向 量 为 (-3,1) ， 它 给 出 了 
虚 轴 ( 即 7 轴 ) 的 方向 ， 于 是 虚 轴 的 方程 为 


蕉 下 
人 


(2) 习题 5.2 第 1 题 的 第 (2) 小 题 已 求 出 =2, 五 =0, 了 = 
-16. 3 是 抛物 线 . 和 驴 -2 的 根 为 Ah =0，A，=2， 于 是 5 的 标 
准 方程 为 y“”=2V2x” ， 从 而 焦 参数 p =V2. 
二 次 项 部 分 的 矩阵 4 的 属于 特征 值 M, =2 的 一 个 特征 向 量 为 
(1,1) ， 与 此 方向 巷 的 直径 ( 即 抛物 线 的 对 称 轴 ) 的 方程 为 
(x+y-4)+(z+y)=0， 即 x+y-2=0. 
对 称 轴 与 抛物 线 的 交点 为 顶点 ， 求 得 它 的 坐标 为 (1,1) 
考虑 顶点 左边 的 直线 * =0 与 抛物 线 有 无 交点 : 
+2xy + 已 -8x+4=0， 即 人 +4=0， 
和 三 和 00， X =0. 
由 于 第 一 个 方程 无 解 ， 因 此 * =0 与 抛物 线 无 交点 ， 从 而 抛物 线 
的 开口 应 当 向 右 . 
〈3) 习题 5.2 第 1 题 的 第 (3) 小 题 已 求 出 石 =10, =9, 六 = 
-81， 3 是 椭圆 . 》” -10A4 +9 的 根 为 人 =1，A =9， 于 是 8 的 标 


准 方程 为 号 -+y ”=1， 从 而 长 半 轴 为 3， 短 半 轴 为 1 解 方程 组 


即 3x-y+5=0. 


ZX+37y7-5=0. 


5x+4y-9=0， 
Le =0， 
得 x=1，7y=1. 于 是 本 圆 的 对 称 中 心 0 ”的 坐标 为 (1,1) 7 
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了 3. 


二 次 项 部 分 的 矩阵 4 的 属于 特征 值 Ah, =1 的 一 个 特征 向 量 为 
(1, -1) ， 于 是 长 轴 ( 即 * 轴 ) 的 方程 为 


区 = -一 _2 = 
1 即 x+y-2=0. 


4 的 属于 特征 值 \, =9 的 一 个 特征 向 量 为 (1,1)" ， 于 是 短 轴 ( 即 
7 轴 ) 的 方程 为 *-7yY=0. 
(4) 五 =5， 五 =0， 2 = - I6. 3 是 扫 物 线 . 和 一 SA 的 根 为 Ai 三 


0，A。 =5， 于 是 8 的 标准 方程 为 了 …” = 2 sw  ， 从 而 焦 参 数 为 
= 生 
二 次 项 部 分 的 矩阵 4 的 属于 特征 值 M。= 5 的 一 个 特征 向 量 为 
(- 1,2)7， 与 此 方向 共 弛 的 直径 ( 即 抛物 线 的 对 称 轴 ) 的 方程 为 
(-1)(x -27y) +2(-2x+47y+4)=0， 
即 5x -10y -8=0. 


求 出 对 称 轴 与 殷 物 线 的 交点 坐标 为 { 世 5，- 3265】 ， 它 就 是 扫 物 
线 的 顶点 的 坐标 . 
考虑 顶点 左边 的 直线 * =0 与 抛物 线 有 无 交点 ， 

好 -4xy+4 和 +8y+3=0， 4 和 +8y+3 =0， 

=0， 站 | = 0. 
由 于 第 一 个 方程 的 判别 式 A=64 -4 x4 x3 >0， 因 此 抛物 线 与 直 
线 *=0 有 交点 ， 从 而 抛物 线 开 口 向 左 . 
设 二 次 曲线 $ 的 方程 为 (0. 1)， 对 称 轴 五 : x+y +1 =0 的 方向 为 
(- 1,1)7， 与 此 方向 苍 的 直径 5 的 方程 为 


(aux+aoy+ai) +(aox + aaay+aa)=0， 


即 (aa -ai)x+(a -ao)y+(a -al)=0. 
/2 是 另 一 条 对 称 轴 : x-y+1=0. 于 是 有 
cao-au=E， aao= 一 上 aa 一 Qi 三 太 


由 此 得 出 cu = ，cl = au 十，0a 一 Ci = 天 


对 称 轴 2: “-7y+1=0 的 方向 为 (1,1) ， 与 此 方向 共 斩 的 直径 
〈 它 就 是 ) 的 方程 为 


(aux+aay+ai) 十 (ax +azay+a)=0， 


即 (au +aao)x+(aa+ao)y+(a +oa)=0. 
又 的 方程 为 v*+y+1=0， 于 是 有 
ai +aia = 太 ， ap +aa = 天， al +oa = 
亏 严 一 天 
由 此 得 出 0 三 太一 Qi1， 又 aa = all 机 :天 5 因此 cu = 一， Cl2 三 
六 十 天 严 十 天 严 一 天 
5 由 cy + as = 岂 ，a - al = 大 得 o = =ao， ol = 一 = 


al， 于 是 3 的 方程 为 
ai 和 二 2aoxy 二 ai 和 +2ax+2aay+ao =0. 
由 于 点 (-2, -1) 和 (0, -2) 在 $S 上 ， 因 此 
al +2aia +ao =0， 
-4ai +ao =0. 
由 此 得 出 cu =2oa，ao = -2ci， 因此 3 的 方程 为 


妇 十 xy 十 力 二 27 +yY 一 2=0. 
习 题 $.5 


1.，(1) 切线 方程 : 7 
法 线 方程 : GyoxX 六 xoy 二 (oa 党 六 )xoyo- 
友 让 而 开启 往 ， 


法 线 方 程 : ayox +pxoy =(@o 上 + 刀 )xoyo 
《3) 切线 方程 : yoy =P(x+xo)ji 法 线 方程 : yoz +py = (p+xo)7o 
2. (1) 9x +10y -28 =0; (2)*“-27y7=0; 
(3) 2-7y+2v2 =0 或 1lx+Sy-10V2 =0; 
(4) 经 过 点 (0,2) 有 一 对 重合 的 切线 : 安 =0. 
3. 切线 方程 ; 3x -y=0; 法 线 方程 : X+37--10=0. 
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(1) 切线 方程 为 :+ = 人 


开 
或 (1,1) ; 
(2) 切线 方程 为 y+ 上 2 =0， 切 点 坐标 为 (1, -2) 或 (-1,2) . 

. 设 二 次 曲线 $ 与 它 的 一 条 直径 的 交点 为 Wo(xo,yo) ， 则 过 Mo 的 
切线 的 方向 为 (- 忆 (xz) ,Pi(xoyo)) ， 设 直线 ;的 共 红 方 向 为 
(2 六 ， 则 ;的 方程 可 写 出 ， 从 而 看 出 方向 (上 ,>z) 与 切线 方向 
平行 . 


.因为 44, +B,B, =0， 关 0， 所 以 可 作 直 和 角 坐 标 变换 


(4x+By+C)， 
42 + 也 


1 
AV41T +t 
然后 从 新 方程 可 以 得 出 各 个 结论 . 
.根据 第 1 题 的 第 (3) 小 题 ， 抛 物 线 在 点 (% ,和 ) 处 的 切线 方程 为 
YiY =PCxX +2%i ). 


了 


(4ix+Biy+Cl)， 


. 在 椭圆 上 任 取 一 点 Mu (mm 加)7， 经 过 Mu 的 切线 的 方向 为 
本 2: 切线 ! 的 方程 为 “5 + = 1 与 切线 1 垂直 的 方向 为 


| 车 , 强 ) ， 写 出 经 过 左 焦点 忆 且 与 7 重 直 的 直线 ， 的 方程 ， 将 
和 儿 的 方程 联 立 解 得 ! 与 的 交点 满足 的 方程 为 + 刀 =o. 类 
似 地 ， 可 求 出 也 四 好 十 氏 = 

9 设 本 加 方程 为 气 + 邱 =1. 经 过 Mu (zx , 为 )7 作 椭圆 的 切线 ， 设 切 


线 方向 为 (ww,z) ， 则 根据 (5.5) 式 ， 可 写 出 人 ，z7 满足 的 方程 
[PCxo 人 大生 zF(xoyo)] 一 op( 凡 DZ)RCxoyyo) = 0. (1) 
由 于 两 条 切线 互相 垂直 ， 因 此 它们 的 方向 (Ai ,) ，(m ,z2) 满 
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妈 1 


志 ` 是 = - 工 把 (1) 式 写成 二 的 二 次 方程 的 形式 ， 于 是 用 根 
与 系数 的 关系 可 得 出 x ，7 满足 的 方程 为 


全 从 
XI Yo =o 十 信 . 


10.， 设 抛物 线 方程 为 风 =2px， 用 与 第 9 题 类 似 的 方法 可 证 得 两 条 边 与 


了 


2. 


抛物 线 相 切 的 直角 的 顶点 Mo (mx ,加 ) 位 于 淮 线 上 ， 即 加 = - 孝 ， 


设 经 过 iu 的 两 条 切线 的 切 点 分 别 为 1 (xi 》 Ma (oo ,ya ) 根 
据 (5.6) 式 可 以 写 出 经 过 Mo 的 切线 的 方程 为 


-pf[z+ 二 | +yo(7 一 和 ) 2 
2 


如 果 焦 点 在 切 点 Mi ，M1 的 连 线 上 ， 则 可 以 推出 xz = 扫 ; 反之 
亦 然 ， 利 用 过 抛物 线 户 =2px 上 一 点 Mix yi)7 的 切线 与 z 轴 的 


交点 为 (-“,0)7， 可 以 计算 出 mm = 下 ， 由 此 证 得 切 点 1 ，j， 
的 连 线 经 过 焦点 . 
设 抛物 线 方 程 为 多 =2px，4，B，C 的 坐标 分 别 为 (xi ,7 ) ， 
(za ya) ， (xo ,yo ) 不 妨 设 >0，7y2 <0. 易 看 出 xo<0 ( 若 力 
与 y% 同 号 ， 则 易 看 出 xe >0， 此 种 情况 可 类 似 讨论 ) ， 则 CE 平 
行 于 x 轴 年 全 yi 上] =27o 和 > Xi + -2 
的 切线 的 方程 为 

[ -p(xz -zxo)+yo(y-yo)】-(7 加) (7 一 2pxo)=0. 
利用 (- 冯 ,0) 在 切线 上 ， 可 计算 出 


由 此 即 得 1 十 %a 一 了 XI1X%2 二 一 


(1) 渐 近 线 为 4x +3y-7=0,，3x -47+1=0; 
(2) 渐 近 线 为 3x -2y=0，2xz+3y 一 13 =0. 
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13. 双 曲 线 的 渐 近 方向 (4,z) 满足 


了 4. 
半 S。 


了 T6. 


17， 


1 
《 
《 


2 平面 关于 “ 轴 的 反射 的 公式 是 | ，- 


和 | 


CA 十 2apHzZ 十 az =0. 

设 方程 cx +2aopxy + azy =0 代表 的 两 条 相交 直线 的 方向 分 别 
为 (Ai (2) 7， 则 可 以 计算 出 

ad+2aa +ao=0， =1)2. 
所 以 双 曲 线 的 渐 近 方向 即 为 上 述 两 条 相交 直线 的 方向 . 
求 出 双 曲 线 的 对 称 中 心 为 原点 0， 然 后 利用 第 13 题 的 结果 ， 
利用 不 变量 可 判断 所 给 方程 表示 一 条 双 曲 线 ， 再 利用 第 14 题 的 
结果 可 求 出 它 的 渐 近 线 为 4x + By =0，Bx -47 =0. 


设 双 曲 线 方程 为 二 - 生 =1 通过 计算 可 得 ， 双 曲线 上 的 点 到 它 


的 两 条 渐 近 线 的 距离 的 乘积 等 于 -到 


易 计 算出 五 = - (4;B, -4B) <0， 所 以 是 双 曲 型 曲线 ， 设 渐 近 
方向 为 (4,z) ， 从 op(w,z)=0， 可 得 (A,>) 等 于 
(Bi+B，,-(4+4)) 或 (8-B，-(4 -4)) 
根据 (5.7) 式 ， 可 求 出 渐 近 线 的 方程 为 

(4 二 4 )x+( 了 +B))7Y+( C++C)=0. 
将 两 条 渐 近 线 方程 的 左 端 相 乘 得 到 的 x，y 的 多 项 式 与 所 给 二 次 
曲线 方程 的 左 端的 多 项 式 ( 方 程 右 端 为 零 ) 不 相同 ， 因 此 所 给 二 
次 曲线 是 双 曲 线 ， 不 是 一 对 相交 直线 . 


避 题 6.1 
1) 是 ,和 否 , 否 ; (2) 是 ,是 , 是 : 3) 是， 是， 是 ; 


4) 是 ,和 否 ,， 和 否 ; (5) 是 ,是 ， 否 ; (6) 否 ; 
7) 是 ,和 否 ,和 否 ; (8) 否 . 


y = 一 和 
2 二》， 


放 二 


， 1 
下 | (B -4)x-24By -24C]， 
， 1 
了 3 (4 -本 2)y-24Bx -2BC]. 


.以 六 为 x 轴 ， 建 立 直角 坐标 系 . 设 忆 的 方程 为 y>=8， 则 


% = 区 ， 和 三 过 5 
k 溉 | T2 1: | 5 
3 yY =20 -7y. 


计算 rir; 得 ，ri7; 是 沿 向 量 <(0, -22) 的 平移 . 


点 (1;,0) ， (-1,1) 的 像 分 别 是 点 (1,4) ， (-2,1)”; 直线 * + 


yY-2=0 的 像 是 直线 2x -yY-1=0. 
X' =3x -47y+8， X = -3Sx+5y 一 了 7 了， 
OO2 : | 20T1 | 


y =7X% -11y+24; yY” =4x% 一 3y +4. 
NE 
和 人 人 二 人 
2 3 1 1 (二 -3x+2y -3 
4 二 3 
， 先 求 平面 绕 点 0 转角 为 6 的 旋转 e 的 公式 ， 设 点 已 和 它 的 像 已 


在 [0;el;e] 中 的 坐标 分 别 为 (*,y) ，(x 7 ) ， 记 10P| =r， 则 
1oP'| =r 设 以 x 轴 的 正 半 轴 为 始 边 ， 以 射线 OP 为 终 边 的 角 为 
a， 则 从 三 角 函 数 的 定义 得 


% 三 TCOSQ ， y = rsinaQ' ， 
X'= rcos(a +0)，7y' = rsin(aw +D). 
由 此 得 出 
出 X%cCosb - ysing， 
7yY = %sing + ycosb. 
这 就 是 绕 点 0 转角 为 6 的 旋转 ce 的 公式 . 
再 求 平面 绕 点 Mu (am ,加 )7 转角 为 6 的 旋转 r 的 公式 ， 作 坐标 轴 的 
平移 


襟 
芝 二 %03 


y=y +yo， 


则 新 直角 坐标 系 0xy 的 原点 0 为 点 Wo. 设 点 @Q 和 它 在 r 下 的 
像 @' 在 0xy 中 的 坐标 分 别 为 (xz 六) ，(5 7 ) ， 则 根据 平 
面 绕 点 0 转角 为 6 的 旋转 的 公式 ， 得 

ee 


六 =x sing +Yy ”cosg. 
利用 坐标 轴 的 平移 公式 得 ， 点 0 和 像 0' 在 0xy 中 的 坐标 (*,y) ， 
(zy ) 满足 


四 六 
， 十 : 移 0 5 f = 和 4 十 %o， 


yY=yY +yo， |LY = 了 +yo， 
于 是 
X' 一 %o=(% 一 %o)cosg-(y =-yo)sing， 
1， -yo =(x 一 %o)sing+(y -yo)cos0. 
由 此 得 出 


X%"” := %cosg 一 ysing - %ocosg + yosing + 2x0 ， 
全 =X%sing0 + ycosO 一 %osimng -Yosing + yo. 
这 就 是 平面 绕 点 Mo(xo,yo) 转角 为 9 的 旋转 r 的 公式 . 

10. 设 rr: $ 一 9 ，7: 3 一 3 若 w 和 7 都 是 单 射 ， 任 取 c ，c， es 3， 
设 (rr)(o)=(rz)(o)， 则 r(cka))=r(c(o))， 由 于 7 是 
单 射 ， 因 此 (ci)=c(a)， 又 由 于 是 单 射 ， 因 此 al =a ， 从 
而 rc 是 单 射 . 

设 c 和 7 都 是 满 射 ， 任 取 cse3"， 由 于 7 是 满 射 ， 因 此 存在 ps 
3 ， 使 得 r(2)=c 又 由 于 co 是 满 射 ， 因 此 存在 cs3S， 使 得 
cl(a)=0， 于 是 (rrc)(a)=r(c(a))=7(0)=c， 因 此 rc 是 满 射 . 


习 题 6.2 


1 易 验证 矩阵 


ww wm 下 
内 人 mw 
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包 


是 正 交 和 矩阵， 因此 所 给 变换 是 正 交 变换 ， 不 动 点 的 坐标 是 { 六 ,到 | 。 


. 像 直 线 的 方程 为 


(1-v3)x+(1+vV3)y+4w -6=0. 


. 像 曲线 的 方程 为 久 -和 = ao 
. 5 在 新 坐标 系 中 的 公式 为 


el Ri 


2-v2+6wvV3 -3wW6 
丰 加 en 


的 | 


2 2 


. 利用 性 质 8 的 (2). 
. 不 妨 取 ) 为 x 轴 ， 设 忆 F Pr P" 运用 平面 几何 知识 ， 易 证 得 


10OpP| = |10P"| 上 |， 人 POP' =20， 所 以 mr 是 绕 0 点 转角 为 29 的 


. 作 适 当 的 坐标 系 的 平移 ， 使 得 e 在 新 坐标 系 中 的 公式 为 


[ 人 一 | 
六 sing cosb 7 


由 此 看 出 e 是 绕 新 原点 的 旋转 . 


.根据 定理 2.3， 正 交 变 换 er 在 直角 坐标 系 工 中 的 公式 为 


的 -人 二 向] 
此 公式 又 可 看 成 工 到 工 的 坐标 变换 公式 ， 其 中 


Ca2l 022 


网 TI 到 


开 的 过 渡 和 矩阵， 然后 利用 第 四 章 8$3. 2 的 结果 . 
利用 第 8 题 的 结论 . 


10. (1) 作 直 角 坐 标 变换 (转轴 ) ， 适 当选 取 转 角 BE， 可 以 使 得 所 给 的 


点 变换 ce 在 新 坐标 系 中 的 公式 为 


交 


鸭 -( - 
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由 此 看 出 e 是 关于 新 横 轴 的 反射 ， 易 求 出 新 横 轴 的 旧 方程 为 


Xsing - ycosO = 0. 


(2) 这 是 第 (1) 小 题 的 特殊 情况 ， 其 中 0 = 如 .因此 所 给 的 点 变 


换 是 关于 直线 xsin -yeos 二 =0 的 反射 


习 题 6.3 


2 
-3 -4 2 
2 的 罗 
10 9 
人 | 二 去 站 
， 先 求 出 第 一 组 三 条 直线 的 三 个 交点 4，B，C， 再 求 出 第 二 组 三 条 


直线 的 三 个 交点 4，B ，C ， 则 所 求 的 仿 射 变换 了 把 4 映 成 4"， 
中 上 映 成 及，C 映 成 C， 由 此 可 求 出 r 的 公式 为 


刀 --2 2、/% 
三 十 
| 
4. 求 出 本 图 五 + 5 = 1 在 所 给 仿 射 变换 下 的 像 的 方程 可 看 出 结果 


当 6<2pr 时 ， 可 证 所 给 仿 射 变换 的 不 动 点 只 有 原点 


加 -站 15 鸣 加 + 让 中 
了 7\-5 -36 八 ?| 7A\12 
6. 不 变 直线 有 两 条 ， 其 方程 分 别 是 
4x -y=0，2x-2y-3=0. 
7. (1)71:2xz-y=0; 7: x+y7=0. 
(2) 以 六 为 大 轴 ,为 了 轴 ， 其 交点 0 为 原点 ， 建 立新 的 仿 射 坐 
标 系 贡 [03;d ,到 ]， 其 中 到 为 上 =1,2) 的 方向 向 量 ， 先 求 出 T 
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到 开 的 坐标 变换 公式 ， 然 后 可 求 出 7 在 正中 的 公式 为 
ee 
7 = 一 
. 利用 仿 射 变换 保持 向 量 的 数量 乘法 . 
.(〈1) 任 给 一 个 角 人 人 B4C， 设 在 相似 比 为 左 的 相似 变换 下， 点 4， 
了 B，C 的 像 分 别 是 点 4 ，B'，C ， 则 射线 4B8 ，45C 的 像 分 别 为 射线 
4'85'，426'， 从 而 上 人 B4C 的 像 为 LB'4C 由 于 线段 48，4C，BC 
的 像 分 别 为 线段 483 ，4"C ，B CC， 因此 
4B 4C BC 
4 4C 瑟 C 
不 妨 设 丰 <1,， 则 4B >4'B'， 在 A4BC 的 边 4B 上 截取 4D = 4 有 B 7， 
经 过 点 也 作 DEVWBC， 与 边 4C 交 于 点 瑟 
利用 平行 线 分 线段 成 比例 定理 ( 即 “ 两 条 直线 被 一 组 平行 线 所 堆 ， 
所 得 的 对 应 线段 成 比例 ”) 可 证 出 : 平行 于 三 角形 的 一 边 ， 并 且 和 
其 他 两 边 相 交 的 直线 所 鹤 得 的 三 角形 的 三 边 与 原 三 角形 的 三 边 对 
应 成 比例 .利用 这 个 结论 得 
4 4 及 DB 


4B 4C 86 


站 


由 于 4D =4' 8 ， 因 此 

4 有 DB 4D 4'B 45C BC 

4C BC 486 4 4 BC 
从 而 4 妃 =4'C'，DBE =B'C'， 又 有 4D =4'B'， 因 此 

A4D 巨 固 A4'B'C'， 

从 而 LD4B= 2B4C'， 即 LB4C = LB'45C'， 因此 相似 保持 角 的 
大 小 不 变 . 
注 : 此 题 不 宜 直 接 用 相似 三 角形 的 判定 定理 1( 即 “三 边 对 应 成 比 
例 的 两 个 三 角形 相似 ”) 和 性 质 定理 ( 即 “ 相 似 三 角形 的 对 应 角 相 
等 " ) 去 证 . 这 是 因为 初中 数学 教材 中 把 相似 三 角形 的 定义 说 成 
“对 应 边 成 比例 ， 且 对 应 角 相 等 的 两 个 三 角形 叫做 相似 三 角形 ”， 
然后 由 此 出 发 去 证 明 三 角形 相似 的 三 个 判定 定理 ， 相 似 图 形 是 有 
统一 定义 的 ， 见 本 节 定 义 3.2， 不 宜 给 相似 三 角形 再 单独 下 定义 . 
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IT0. 


了， 
12. 


13. 


正确 的 做 法 应 当 如 下 : 按照 相似 图 形 的 定义 3.2， 如 果 有 一 个 相 
似 比 为 天 的 相似 变换 ， 使 得 A4BC 的 像 是 A4'BC'， 那 么 称 
A4BC 与 A4'B'C 是 相似 三 角形 .然后 利用 相似 变换 的 定义 和 相 
似 保持 角 的 大 小 不 变 ， 立 即 得 到 相似 三 角形 的 性 质 定理 : 相似 三 
角形 的 对 应 边 成 比例 ， 对 应 角 相 等 ， 接 着 去 证 明 一 个 定理 : 平行 
于 三 角形 的 一 边 并 且 和 其 他 两 边 相 交 的 直线 所 截 得 的 三 角形 与 原 
三 角形 相似 ， 利 用 这 个 定理 去 证 明 相似 三 角形 的 三 个 判定 定理 ， 

(2) 设 7 是 相似 变换 ， 取 一 个 直角 标 架 [0jie,e],， 设 0 请 
0'(ao) ，eiFel(aia) (=1;2)， 则 根据 定理 3.2 和 命题 


3.3，7 的 公式 为 
四 -他 和 [人 


其 中 系数 矩阵 是 正 交 矩阵 的 天 倍 , 不 为 相似 比 . 
(1) 位 似 了 在 以 位 似 中 心 0 为 原点 的 仿 射 坐标 系 中 的 公式 为 


和 7/ 天 0 /YX 

(加 中 省 

(2) 从 的 公式 以 及 压缩 的 公式 可 看 出 . 

从 位 似 的 公式 和 压缩 的 公式 可 看 出 

(1) 分 别 两 种 情形 考虑 : 

情形 1 4BA 

情形 2 4B 与 1 相交 

(2) 若 48N1 在 ! 上 取 两 点 C，D， 则 三 = AZ7， 利 用 仿 射 变 
换 保持 向 量 的 数 乘 ， 可 证 得 外 = 丰 下 ， 从 而 44' 办 BB' 或 44' 与 
DBB' 重合 . 

若 48 与 ! 交 于 C， 根 据 第 (1) 小 题 的 结论 和 仿 射 变换 保持 向 量 的 
数 乘 ， 以 及 相似 三 角形 的 判定 定理 3 和 性 质 定理 可 证 得 44'/ 
BB' 或 44' 与 BB' 重合 . 

设 点 尸 不 在 ! 上 ， 它 在 下 的 像 为 点 P'， 根 据 已 知 条 件 和 第 12 
题 ，MP 和 1 开 'P' 都 与 1 交 于 点 C， 且 PP' AMMN ， 从 而 PP' A]/ 
当 点 忆 与 愉 在 /的 同 侧 ( 异 侧 ) 时 ，PP; 与 Mi 同 向 ( 反 向 )， 从 
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4. 


TS 


16. 
7. 


18. 


点 P,， 开 分别 作 ! 的 垂 线 ， 垂 足 分 别 为 0，N， 则 POVMNMN， 从 


浊 了 了 了 区 了 | PP' | NM | 
而 P'ONAM'N 于 是 LP'OP = 上 MINM 因此 全 


=: 甩 。 综 上 所 述 ，r 是 错 切 ， 以 7 的 不 动 直线 /为 * 轴 ， 建 立信 
射 坐标 系 ， 可 得 错 切 > 的 公式 ， 利 用 推论 3.6， 可 得 错 切 不 改变 
图 形 的 面积 . 

因为 不 是 错 切 ， 所 以 每 一 个 点 与 它 的 像 点 的 连 线 都 与 > 的 不 动 
直线 【相交 ， 在 1 外 取 一 点 4， 其 像 为 4， 把 44' 与 了 的 交点 作 
为 原点 0， 在 ! 上 取 一 点 C,， 令 四 =0C，d = 04， 建 立 仿 射 标 如 
[ojid, ,已 ]， 求 出 的 公式 为 


和 / 1 0V1x% 

加 中 中 

其 中 上 满足 04' = 丰 04， 当 大 >0 时 ，r 是 一 个 压缩 ; 当 丰 <0 时 ， 
7 是 一 个 压缩 与 一 个 斜 反射 的 乘积 . 

保留 两 点 Mi ，M。 不 变 的 平面 仿 射 变换 7 一 定 使 直线 M,MWN, 上 每 
一 个 点 都 不 变 ， 从 而 7 或 者 是 错 切 ， 或 者 是 第 14 题 中 的 仿 射 
变换 . 

6 个 . 

唯一 性 由 8$2 的 推论 2.1 立即 得 到 ， 对 于 存在 性 ， 可 利用 推论 
3.4 说 明 存在 一 个 仿 射 变换 > 把 直角 标 架 工 变 成 贡 ， 然 后 从 r 的 
公式 看 出 一定 是 正 交 变换 ， 

A4'B'C' 的 面积 为 135 cm . 


习 题 6.4 


IE. 利用 线段 和 线段 的 中 点 是 仿 射 概念 ， 相 交 是 仿 射 性 质 . 
2 利用 角度 是 度量 概念 ， 相 交 是 度量 性 质 . 
3. 设 忆 是 A4BC 内 部 的 一 点 ， 连 接 4P 并 延长 与 BC 交 于 也 ,， 则 0 < 


| 全 | <1 然后 利用 共 线 、 共 线 点 的 顺序 是 仿 射 性 质 ， 线 肌 的 分 


比 是 仿 射 不 变量 . 
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4. 按照 变换 群 的 定义 去 验证 . 
5 所 给 仿 射 变换 可 写成 


r (2] =- (一人 ()，“ 浊 是 不 全 为 夫 的 实 


-- 
由 于 | | = rs0， 因 此 上 趟 右 半 的 2 阶 方 阵 人 是 可 通 


阵 ， 从 而 是 平面 到 自身 的 一 个 双 射 . 然后 验证 所 有 这 种 变换 构 
成 的 集合 C 满足 变换 群 的 定义 中 的 三 个 条 件 . 

6. 按照 变换 群 的 定义 去 验证 . 

7. 必要 性 设 A48BC 与 ADFF 正 交 等 价 ， 则 存在 平面 上 的 一 个 正 交 
变换 口 把 A4BC 贞 成 ADER， 其 中 4，B，C 的 像 分 别 为 刀 ， 己 ， 
有 由 于 平面 上 的 正 交 变换 或 者 是 平移 ， 或 者 是 旋转 ， 或 者 是 反 
射 ， 或 者 是 它们 之 间 的 乘积 ， 因 此 A4BC 经 过 平移 、 旋 转 、 反 射 
能 够 变 成 ADEP， 从 而 它们 全 等 . 


1 1 
充分 性 “ 设 A4BC 呈 ADEF， 令 el = 一 一 个 ，e = 一 一 区， 
148 | | 2F | 


建立 两 个 直角 坐标 系 工 [4;jel,e]，[[Diei,ei] ， 于 是 存在 平面 
上 的 一 个 正 交 变换 ec 把 工 映 成 下， 且 任 一 点 己 的 工 坐标 等 于 它 的 
像 点 忆 的 开 坐 标 ， 显然 rc 把 点 4 映 成 点 D， 由 于 点 的 工 坐标 
为 (48 1;,0) ， 且 14B8| = |72|， 因 此 点 号 的 像 点 好 的 下 坐标 
为 (| 2 | ,0)7， 而 这 恰好 是 点 已 的 开 坐 标 ， 于 是 点 刀 的 像 为 点 
又 由 于 点 C 的 工 坐标 为 
(4C |cosL C4B5 ,|4ClsinZC4B) 7 ， 

且 |4C1=1DP|1，4C48 = LFDE， 因 此 点 C 的 像 点 C 的 开航 
标 为 


池 


(| 万 忆 | cos 人 LTFDP ,| DRP|sin FDI)7 
而 这 恰好 是 点 下 的 下 坐标 ， 于 是 点 C 的 像 为 点 已 所 以 把 
A4BC 映 成 ADEF， 因此 A4BC 与 ADEF 正 交 等 价 . 
8. 设 直线 与 六 交 于 点 4, 5 与 1 交 于 点 也 在 辣 ，2 上 分 别 取 点 
有 B，C,， 在 )，1 上 分 别 取 点 妃 ， 已 ， 使 得 4B = D，4C = DF 
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必要 性 ” 设 一 对 相交 直线 ,2 与 另 一 对 相交 直线 0 ,7 正 交 等 
价 ， 则 存在 平面 上 的 正 交 变换 c 把 ,5 分 别 上 映 成 六 ,1 ， 从 而 
把 点 4 上 映 成 点 九 ， 点 刁 肌 成 点 五 ,点 C 了 贞 成 点 尺 于 是 e 把 
A4BC 肌 成 ADEPF， 从 而 A48C 与 ADEF 正 交 等 价 ， 根 据 第 7 
题 ， 得 

A4BC 守 ADFER 
充分 性 设 LC4B = 上 LFDPE， 则 

A4BCS ADFF. 
根据 第 7 题 ， 得 A48BC 与 ADFEP 正 交 等 价 ， 从 而 存在 平面 上 的 一 
个 正 交 变换 r 把 A48C 喘 成 ADERF， 于 是 e 把 映 成 六 ， 把 岂 映 
成 1 ， 因 此 一 对 相交 直线 1， 岂 与 另 一 对 相交 直线 5 ，/ 正 交 

9 设 直线 1) 与 交 于 点 4， 直 线 六 与 1 交 于 点 D 在) 0， 0 
上 分 别 取 点 妃 ，C， 兢 ， 疏 根据 8$3 的 推论 3.4， 存 在 平面 上 的 仿 
射 变换 r 把 不 共 线 三 点 4， 下 ，C 上 喘 成 不 共 线 三 点 也 ,已 ,五 ， 从 而 
7T 把 直线 刺 ，2 分 别 映 成 直线 3 ，2. 因此 相交 直线 ，5 与 相交 

直线 5， 仿 射 等 价 . 

10. 取 定 一 个 A4B8C.， 根据 8$3 的 推论 3.4， 平面 上 任意 一 个 三 角形 
都 与 A4BC 仿 射 等 价 ， 因 此 平面 上 所 有 三 角形 都 在 仿 射 类 
[A4BC] 里 ， 另 一 方面 ,在 [ A4BC] 里 任 取 一 个 图 形 妃 ， 几 于 五 
与 A48C 仿 射 等 价 ， 因 此 存在 仿 射 变换 7 把 瑟 肌 成 A4BC， 从 而 
7 ”把 A4BC 观 成 妃 由 于 仿 射 变换 7 把 三 角形 映 成 三 角形 ， 因 
此 五 是 三 角形 ， 综 上 所 述 ， 平 面 上 所 有 三 角形 恰好 组 成 一 个 仿 
射 类 . 

1L， 先 证 : 如 果 两 个 梯形 仿 射 等 价 ， 则 它们 的 平行 对 边 的 比值 相同 . 


习 题 6.5S 


1 ， 以 椭圆 的 中 心 为 原点 ， 长 轴 为 x 轴 ， 建 立 直角 坐标 系 ， 作 一 个 仿 
射 变换 
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的 开 坐 标 . 

区 7 Ma 一 区 1 MX3a 一 %i MX4 一 区 1 区 光 1 
5 中 -7 入 -Ia "| 中 

这 Z2 一 2 23 一 2 思 24 一 2 各 和 


区 1 0 aaYx 
中 0 1 C23 上 其 中 aa 可 取 任 意 非 零 实 数 ， CI3 ， a23 可 
0 0 as 八 z 
取 任 意 实数 . 
8. 建立 适当 的 仿 射 坐标 系 ， 利 用 第 5 题 和 第 7 题 的 结果 ， 
9 (1) 在 平面 x+y+z=1 上 取 三 个 点 : (1,0,0) 7 ，(0,1,0) ， 
(0,0,1) ”， 利用 第 5 题 的 结果 可 计算 出 所 求 仿 射 变换 的 公式 为 


和 / 2 1 1 NAx 一 工 
| 
-2 -2 -1T 八 z 
和 3 -TYYx 1 
| 
和 0 工 八 z 0 


2 
(3) 注意 三 个 平面 有 公共 点 (0,1, -1) ， 它 是 不 动 点 ， 所 求 仿 射 


水 
2 
一 工 
0 
0 


变换 的 公式 为 
区 1 -6 一 1TNAx 
| 寺 二 5 2 工 十 本 
》 一 4 一 光 4 外 
和 S 6 了 AZ 3 
人 


10. 作 适 当 的 仿 射 变换 把 椭 球 面 映 成 单位 球面 . 利用 定理 6.5 可 计算 
出 椭 球 体 的 体积 全 male. 
1 利用 正 交 变换 的 公式 ， 并 且 注 意 其 系数 矩阵 4 有 特征 值 1. 
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12. 点 P(ac,b,c) 的 像 点 已 的 坐标 为 (ie,0,c) ， 于 是 


点 P(a,b,c) 在 曲面 RCx,y,z)=0 上 
< 全 Pac,pc)=0 
拓 人 PCEI(Opia) ,pc)=0 
< 一 点 PCia bc) 在 曲面 RE xy,z)=0 上 . 


13. 从 第 12 题 的 结论 立即 得 到 . 
14.， 从 第 12 题 的 结论 立即 得 到 . 


(1) xi 一 % 一 2x =0; 
(2) 因为 无 穷 远 点 的 齐 次 坐标 必 形 如 (zi ,xza;,0) ， 所 以 从 直线 4B 
的 普通 方程 可 得 出 48 上 的 无 穷 远 点 的 齐 次 坐标 为 (1,1,0) 


2. 三 条 直线 的 公共 点 的 齐 次 坐标 为 (-1,1,1) 
3. 利用 元 上 的 通常 点 的 仿 射 坐标 (*,y) 与 齐 次 坐标 (xi ,za ,xs) 之 


间 的 关系 : “= 民 ， 二 
治 


(1) xi, +2x, -za =0， 无 穷 远 点 为 (2, -1,0)7; 
(2) wx =0， 无 穷 远 点 为 (0,1,0) "; 

(3) xm -‰ =0， 无 穷 远 点 为 (1,0,0) ; 

(4) 3x, -2x。 =0， 无 穷 远 点 为 (2,3,0) 


4. 直线 48 的 方程 为 2x, +x， 一 x%3 =0. 
S.， 因为 这 样 的 圆 盘 与 实 射影 平面 的 球面 模型 存在 "点 "与 “点 "之 间 的 


一 一 对 应 ,“ 直 线 " 与 "直线 "之 间 的 一 一 对 应 ， 并 且 这 对 应 关系 保 
持 关 联 性 ， 所 以 它 是 一 个 实 射影 平面 . 

习 题 7.2 
. 考虑 三 线 PP ，PP: ，PP, 的 齐 次 坐标 组 成 的 矩阵 与 三 点 P， 


PP ，P 的 齐 次 坐标 组 成 的 矩阵 之 间 的 关系 . 
. 设 的 方向 向 量 为 @& (=1,2)， 在 欧 氏 平面 7 上 建立 仿 射 标 架 
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vv 人 CU 人 


[Di , 友 ]， 则 在 扩大 的 欧 氏 平面 上， 四 上 的 无 穷 远 点 oo 
的 齐 次 坐标 为 (1,0,0)" ，5 上 的 无 穷 远 点 o，, 的 齐 次 坐标 为 
(0,1;0) ， 点 刀 的 齐 次 坐标 为 (0,0,1)7， 于 是 可 求 出 4，B，C， 
4 ，B，C 的 齐 次 坐标 分 别 为 (1,0,a) ，(1;0,0) 7 ，(1,0,c)7， 
(0,1c) ，(0,10) ，(0,1,c)7， 其 中 2，c，a， 久 ，c: 均 
不 等 于 零 . 求 出 已 ，0@,， 届 的 齐 次 坐标 分 别 为 
(ac 一 一 Daa' 一 pb， (ce00- cc 
(ca'ic--aicc' 一 aa 
计算 得 它们 组 成 的 行列 式 等 于 零 ， 因 此 P，Q，R 共 线 . 
对 偶 命 题 : 在 射影 平面 上 ，1 5，5 和 咱 ， 凡 ， 刀 分别 是 与 点 已 ， 
忆 关联 的 三 条 直线 ， 并 且 均 与 直线 PP' 不 重合 ， 设 六 与 妃 的 交点 
为 4, 下 与 六 的 交点 为 4 ，, 与 问 的 交点 为 了 疙 与 有 的 交点 为 
B ， 05 与 用 的 交点 为 C,， 六 与 下 的 交点 为 C"， 则 44'，BB'，CC' 
三 线 共 点 . 
.利用 射影 平面 上 三 线 共 点 的 充分 必要 条 件 是 它们 的 齐 次 坐标 组 成 
的 3 阶 行 列 式 等 于 零 . 
. 在 4 上 适当 选取 两 点 4,， 4',， 在 /上 适当 选取 两 点 刀 ，B'， 使 得 
4B 与 4'B' 交 于 点 PP， 且 政 不 在 48 上 ， 从 而 有 和 A4BM， 设法 求 出 
一 扣 愉 ， 形 成 A43M'， 然后 利用 德 沙 格 定理 的 逆 定 理 . 


习 题 7.3 


. 利用 公式 (3.5) 可 求 出 点 也 的 齐 次 坐标 为 (3,10 ,19)7 

. 点 也 的 齐 次 坐标 为 (8 ,37 ,13 )7. 

. (48;C), 记 )= -元 

. 2 的 齐 次 坐标 为 (9,1, -14)7. 

.(P4,PB;PC,PD)=1. 

.利用 公式 (3.5). 

. 共 线 的 四 点 可 写 出 24 种 形式 的 交 比 ， 利 用 交 比 的 三 条 性 质 可 得 
它们 中 至 多 只 有 6 个 不 同 的 值 . 


人 
上 上 
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8. 利用 公式 (3.3) 以 及 分 别 在 A044;，A04:4; ， 和 0444， 


A0O4,4, 中 用 正弦 定理 ， 通 过 计算 可 得 . 


9. 若 5 与 4 垂直,， 则 


(+ 全 )》= 90。， (人 ?+ (六 》= 90。. 
然后 利用 第 8 题 的 结果 . 


10. 利用 第 8 题 的 结果 以 及 同 弧 上 的 圆周 角 相 等 . 


芭 


习 题 7.4 
人 8 -10 3A\fxi 7 
px | =| -4 一 4 9 对 |， 点 改 的 开 坐 标 为 | 8 | . 
2 6 0 -6 八 好 6 


已 呈 呈 于 
sp 
人 
SS 
Ze 
RS 
SSE 


区 21 和 
D 中 0 ss， 0 中 
四 0 0 si 人 z 
1 4 -10 6Yx' 15 
plz =|8 -10 中 samsms 6 
本 4 0 3 八 z 20 


， 选 一 个 基底 [0, ,0,,D,E]， 其 中 0, 在 上 ， 并 且 O 与 4,， 刀 ，C 
均 不 重合 ; 0, 在 . 上， 并且 0, 与 4'，B' ，C ' 均 不 重合 ， 先 求 出 
4,， 有 ，C,，4'，B'，C' 的 射影 坐标 分 别 为 (1,0,c) ，(1;0,5) ， 
(1;0,o)7，(0,1a)7，(0,10) 7，(0,1,c) ;然后 求 出 P，0， 
尽 的 射影 坐标 ， 

. 利用 8$3 的 (3.5) 式 可 求 出 点 忆 的 射影 坐标 是 (0,a,1) 

. 取 [4, ,4,,4;,, 五 ] 为 基底 ， 分 别 去 求 P ， 书 ，P 共 线 的 充分 必要 
条 件 ，4;0, ，4:0: ，43:0: 共 点 的 充分 必要 条 件 . 

. 类 似 于 第 7 题 的 方法 .如果 PP ，P, ，P; 在 扩大 的 欧 氏 平面 的 无 穷 
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2 


远 直 线 上 ， 那 么 上 述 命题 的 几何 意义 是 第 一 章 $2 的 门 内 劳 斯 定 
理 所 述 .， 
类 似 于 第 7 题 的 方法 ， 几何 意义 是 习题 2.3 的 第 12 题 . 


10， 取 基底 [4,B,C,D]. 


卫 卫 ， 


人 


调和 线束 的 作 图 方法 : 任 给 共 点 于 0 的 三 条 直线 册 ,2 ，15， 它 
们 的 第 四 调和 线 可 以 按 下 述 步骤 作出 : 

作 任 意 一 条 不 经 过 点 0 的 直线 7， 设 ! 与 五 交 于 已 (=1,2,3) 
经 过 Bs 作 任 一 直线 7 与 疡 交 于 刀 人 =1,2); 连接 DB, ，D,B，， 
设 六 B, 与 DB 交 于 Di; 连接 0D,， 则 直线 0D, 即 为 所 求 的 第 
四 调和 线 . 

利用 第 10 题 的 第 (2) 小 题 的 对 偶 命 题 可 证 明 上 述 作出 的 0D, 的 
确 是 轴 ，5，, 的 第 四 调和 线 . 


习 题 7.5 


0  Az As 
从 天 二 入) 0 人 3 站 其 中 人 1 人 > ， 人 3 可 以 取 任 意 非 零 实 数 . 


六 AAA 0 
1 
三 夺 X2 | 
X3 


设 所 求 的 射影 变换 v 的 公式 为 


尖 

4 1 
严 

A| x 
晶 

4 3 


再 设 4 ”= (ecy) ， 由 已 知 条 件 可 求 得 


PP 0 0 pb ec 
4 =|0 pp 01|c po ec | 
0 0 p 八 ac 0 c 
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s. er 的 全 部 不 动 点 为 
1 


汪 


1 1 
， 及 | 工 | 各 
2 0 


其 中 心 ， 访 可 取 任 意 不 全 为 零 的 实数 . 
设 1:， ax +ax +axy =0 是 er 的 不 变 直线 ， 则 ! 的 像 直 线 “ 仍 为 
1， 从 而 的 方程 仍 为 wuxi + az + am = 0 用 ( 池 , 双 , 邓 ) 表示 点 
M(x xs) 的 像 M' 的 坐标 ， 则 的 方程 可 写成 cixi + wx? 十 
om 对 =0. 因此 ;的 原 像 ;的 方程 可 写成 


1 


0 1 1 
(ai ,aa ,03 ) 一 1 2 MX2 二 0. 
-2 2 3 八 za 


又 ?的 方程 应 为 ix + aaxa + aaxs =0， 由 此 出 发 可 求 出 ce 的 全 部 
不 变 直 线 为 
xd=0，(cl+2c)xi-c%a- cxas = 0， 

其 中 cl ，c: 可 取 任 意 不 全 为 零 的 实数 . 

6. 在 ) 上 取 两 点 4;,，4, ， 建 立 一 个 基底 工 [4,4: ,4: , 歼 ]， 设 点 已 ， 
P' 在 工 中 的 射影 坐标 分 别 是 (zi za xz) ，(xi,x2,x3) ， 可 求 出 
点 P, 的 工 坐标 为 (0,yo,z) ， 且 yoxa = zxz ，yoxz3 = zx2， 利用 
(4,Pu;P,P') =e， 求 出 (对 ,和 ) 与 (zxa,z) 的 关系 为 


2% 1 e 0 0Nxa 
Alx=|l0 1 0|>x |. 
和 0 0 1 八 xz， 


这 是 e 在 基底 工 中 的 公式 .根据 定理 5.3 的 后 半 部 分 ，c 是 射影 
变换 . 
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习 题 7.6 


芋 2x1 二 242 二 10x3 +4X123 十 9xix3 十 9xx; = 0. 

.因为 点 4 在 直线 办 上， 所 以 是 以 4 为 切 点 的 切线 ， 把 经 过 点 4 
的 切线 方程 (利用 (6.8) 式 ) 与 1 的 方程 作 比 较 . 点 了 在 直线 也 
上 ， 所 以 六 是 以 3 为 切 点 的 切线 ， 所 求 二 次 曲线 的 方程 为 

1 十 和 - ”3 =0. 

.3xi 二 3x, 二 2%3 =0. 

， 任 取 一 个 不 在 $ 上 的 无 穷 远 点 o ， 设 它 对 应 的 方向 为 W， 则 了 
是 3 的 非 渐 近 方向 ， 设 以 wm 为 方向 的 一 条 直线 与 $ 交 于 4，? 两 
点 ， 则 om 关于 4，8 的 调和 共 斩 点 为 线段 48 的 中 点 .因此 om 的 
极 线 是 共 斩 于 mm 的 直径 . 

.经 过 中 心 0 作 一 直线 与 3 交 于 4， 两 点 .点 0 关于 4， 的 调和 
共 配 点 是 直线 48 上 的 无 穷 远 点 . 

， 因 为 双 曲 线 的 中 心 的 极 线 是 无 穷 远 直 线 ， 所 以 无 穷 远 点 的 极 线 经 
过 中 心 ， 又 因为 双 曲 线 上 的 无 穷 远 点 的 极 线 经 过 它 自身 ， 所 以 这 
极 线 的 方向 是 渐 近 方向 ， 从 而 是 渐 近 线 . 

. 设 抛物 线 上 的 无 穷 远 点 为  ， 任 取 一 个 不 在 抛物 线 上 的 无 穷 远 点 
o ， 要 证 w 在 mm 的 极 线 上 ， 只 要 证 中 在 om 的 极 线 上 ， 这 可 利用 

第 4 题 的 结论 ， 注 意 抛物 线 的 每 一 条 直径 的 方向 都 是 渐 近 方向 . 

.在 欧 氏 平面 r。 上 取 一 个 直角 坐标 系 ， 使 得 圆锥 曲线 的 方程 为 标 
准 方程 ， 去 计算 焦点 的 极 线 的 方程 

. 说 明 0G=1,2) 是 6， 瓦 ，P 的 第 四 调和 点 ， 从 而 0,0, 是 点 也 
的 极 线 ， 因 为 C, 在 己 的 极 线 上 ， 所 以 已 在 C, 的 极 线 上， 而 C ,的 
极 线 是 二 次 曲线 的 切线 ， 因 此 PC,(i =1,2) 是 切线 . 

10. 设 C 是 圆锥 曲线 上 的 一 个 点 ， 作 经 过 点 C 的 切线 的 方法 如 下 : 

经 过 (5 作 任 一 直线 六 与 圆锥 曲线 交 于 D， 在 二 上 取 两 点 0，， 

0:; 分 别 作 @ ，@: 的 极 线 ， 设 它们 的 交点 为 下 ， 则 FC 就 是 经 

过 点 C 的 切线 . 

了， (1) 直线 工 的 射影 坐标 为 (1,1,1)7， 代 入 的 公式 中 ， 可 求 出 
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的 极点 为 (1,4, -1) . 
(2) 己 是 自 共 斩 点 
< 经 过 了 


和 ax 二 0 


2 0 -1 
< 一 DT (xi yo 03 ) 0 1 T | x，|=0 
2 人 


和 一 2x1 十 和 2 一 2x1X3 十 2X2%3 二 0. 


设 完备 四 点 形 4BCD 内 接 于 3$，48 与 CD 交 于 妃 ，4C 与 BD 交 于 
下 ，4D 与 BC 交 于 6 根据 第 四 调和 点 的 作 图 方法 ， 找 出 己 关 于 
4，fC 的 调和 巷 点 局 ( 它 是 6 末 与 4C 的 交点 ); 找 出 关 于 卫 ， 
厂 的 调和 共 斩 点 玉 ( 它 是 GE 与 BD 的 交点 )， 于 是 已 的 极 线 是 
书本 ( 即 GZ)， 类 似 地 ， 找 出 吾 关 于 了 ,4 的 调和 共 罗 点 ， 囊 关 
于 也 ，C 的 调和 花 点 ， 从 而 求 出 已 的 极 线 ， 可 用 类 似 的 方法 去 


求 6 的 极 线 . 


@ 作者 是 全 国 高 等 学 校 第 一 届 国家 级 教学 名 师 ， 具 有 丰富 的 教学 、 科 研 经 验 
及 积累 ， 出 版 了 著作 43 部 ， 取 得 了 丰硕 的 教学 和 科研 成 果 。 

@ 第 二 版 自 1996 年 出 版 以 来 ， 受 到 了 广大 读者 的 肯定 和 欢迎 ， 印 刷 了 22 
次 ， 共 皮 行 了 约 10 万 册 。 

@ 这 次 修订 保持 了 第 二 版 的 诸多 优点 ， 并 结合 了 近 20 年 来 作者 在 “解析 几 
何 ” 课 程 教学 改革 上 的 经 验 积 累 和 深刻 思考 ， 更 新 了 一 些 内 容 的 讲法 ， 使 
其 更 适合 新 世纪 教学 改革 下 教师 教学 与 学 生 自 学 。 

@e 进一步 体现 了 第 二 版 内 容 简明 扼要 、 注 重 基础 性 与 实用 性 、 强 调 数学 思维 
珂 克昌 局 是 

@ “ 既 加 强 几 何 直观 ， 又 使 解析 几何 与 高 等 代数 水 乳 交 融 ， 论 证 严 谭 而 简明 。 


@ 这 次 修订 几乎 对 每 一 节 的 习题 都 给 出 了 答案 或 提示 。 
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